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ЗАВДАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ

1. Класичне означення ймовiрностi випадкової подiї

1. На десяти картках написанi цифри: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Випадковим чином
вибирається три картки. Знайти ймовiрностi того, що: а) в порядку появи цифр буде
отримано число 123; б) з отриманих цифр можна скласти число 123.

2. Кидаються одночасно двi гральнi кiстки. Знайти ймовiрностi наступних подiй:
а) сума цифр, що випали дорiвнює 8; б) добуток дорiвнює 8; в) сума цифр дорiвнює
8, а добуток — 15.

3. З урни, що мiстить 10 пронумерованих куль, навмання виймають одну за однiєю
всi кулi. Знайти ймовiрнiсть того, що номери вийнятих куль будуть йти по порядку:
1, 2, 3, ..., 10.

4. Гральна кiстка кинута два рази. Знайти ймовiрнiсть того, що обидва рази
з’явиться: а) однакове число очок б) рiзне число очок.

5. В урнi мiститься 10 пронумерованих куль. З урни навмання виймають одну за
одною 10 куль, при чому номер кожної кулi записується, пiсля чого вона повертається
в урну i перемiшується з iншими. Знайти ймовiрнiсть того, що буде записана наступна
послiдовнiсть номерiв: 1, 2, ..., 10.

6. У ящику 100 деталей, з них 10 бракованих. Навмання вибирають 4 деталi.
Знайти ймовiрнiсть того, що серед вибраних деталей рiвно 3 стандартнi.

7. В урнi 6 бiлих i 4 чорнi кулi. З урни навмання виймаються одночасно двi кулi.
Знайти ймовiрнiсть того, що: а) обидвi кулi бiлi; б) обидвi кулi чорнi; в) одна бiла, а
друга чорна.

8. З п’яти букв розрiзної азбуки складене слово "книга". Дитина, що не вмiє
читати, розсипала цi букви, потiм зiбрала їх знову в ряд. Знайти ймовiрнiсть того,
що в неї знову вийшло слово "книга".

9. Дитина грає з десятьма буквами азбуки: А, А, А, М, М, Т, Т, Е, И, К. Знайти
ймовiрнiсть того, що вона випадково складе слово "МАТЕМАТИКА".

10. 10 чоловiк випадковим чином розсаджуються за круглим столом. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що господар i господиня будуть сидiти поруч.

11. У лiфтi семиповерхового будинку па першому поверсi увiйшли три пасажири.
Кожен з них з однаковою ймовiрнiстю може вийти на будь-якому з поверхiв, почи-
наючи з другого. Знайти ймовiрнiсть того, що: а) всi пасажири вийдуть на п’ятому
поверсi; б) всi пасажири вийдуть на одному поверсi; у) всi пасажири вийдуть на
рiзних поверхах.

12. Телефонний номер м. Днiпропетровська складається з 6 цифр. Знайти ймовiр-
нiсть того, що при наборi номера навмання: а) всi цифри рiзнi; б) всi цифри однаковi.

13. Цифровий замок мiстить на спiльнiй осi 4 диски, кожен з яких роздiлений на
10 пронумерованих секторiв. Замок вiдкривається тiльки в тому випадку, коли ци-
фри утворять деяке чотиризначне число. Яка ймовiрнiсть вiдкрити замок, набравши
довiльнi 4 цифри?

14. У лотереї 100 квиткiв, серед них один виграш в 50 грн., 3 виграшi по 25 грн.,
6 виграшiв по 10 грн., 15 виграшiв по 3 грн. Учасник купує один квиток. Знати
ймовiрнiсть: а) виграти не менше 25 грн.; б) виграти не бiльше 25 грн.
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15. У лотереї 100 квиткiв, причому на 25 квиткiв випали виграшi. Учасник купує
3 квитки. Яка ймовiрнiсть виграшу: а) на 2 квитки; б) на 3 квитки.

16. Куб, всi гранi якого забарвленi, розрiзано на тисячу кубикiв однакового розмi-
ру, якi потiм ретельно перемiшанi. Знайти ймовiрнiсть того, що навмання витягнутий
кубик буде мати забарвлених граней: а) одну; б) двi; в) три.

17. Студент знає 20 з 25 питань програми. Знайти ймовiрнiсть того, що студент
знає: а) всi три питання бiлета; б) два питання бiлета з трьох.

18. В урнi 5 бiлих i 5 чорних куль. З урни навмання виймають 5 куль. Яка ймо-
вiрнiсть того, що: а) всi 5 куль будуть бiлими; б) 3 кулi — бiлi, а 2 — чорнi.

19. У партiї з 20 деталей є 18 стандартних. Знайти ймовiрнiсть того, що серед 5
взятих випадковим чином деталей виявиться: а) 3 стандартнi; б) 1 бракована.

20. Телефонний номер АТС м. Нiкополя складається з 5 цифр. Знайти ймовiрнiсть
того, що при випадковому наборi номера: а) всi його цифри будуть рiзними; б) всi
цифри будуть однаковими.

21. У коробцi мiститься 6 однакових пронумерованих кубикiв. Навмання по одно-
му витягують 6 кубикiв. Знайти ймовiрнiсть того, що номери кубикiв будуть записанi
в зростаючому порядку, якщо кубики витягуються: а) без повернення; б) з поверне-
нням.

22. У ящику є 20 деталей, серед яких 15 пофарбованих. Робiтник навмання витя-
гує 3 деталi. Знайти ймовiрнiсть того, що: а) всi 3 деталi пофарбованi; б) хоча б двi
деталi пофарбованi.

23. У ящику 100 деталей, з них 10 бракованих. Навмання вибирають 4 деталi.
Знайти ймовiрнiсть того, що серед вибраних деталей: а) немає бракованих; б) всi
бракованi.

24. Пристрiй складається з 10 елементiв, з яких 3 зношенi При включеннi при-
строю включаються випадковим чином 3 елементи. Знайти ймовiрнiсть того, що
включеними виявляться: а) незношенi елементи; б) 2 зношених.

25. Набираючи номер телефону, абонент забув останнi три цифри i, пам’ятаючи,
що цi цифри рiзнi, почав набирати їх навмання. Знайти ймовiрнiсть того, що набранi
потрiбнi цифри з першої спроби. Скiльки може бути у абонента невдалих спроб?

26. На складi є 20 кiнескопiв, причому 10 з них виготовленi днiпропетровським
заводом. Знайти ймовiрнiсть того, що серед 5 взятих навмання кiнескопiв виявиться
3 кiнескопи днiпропетровського заводу.

27. У групi 25 студентiв, серед яких 6 вiдмiнникiв. По списку випадковим чином
вiдiбранi 10 студентiв. Знайти ймовiрнiсть того, що серед вiдiбраних буде 5 вiдмiн-
никiв.

28. У коробцi 10 однакових виробiв, причому 7 з них пофарбованi. Навмання
вибрано 5 виробiв. Знайти ймовiрнiсть того, що серед вибраних виявиться хоча б 3
пофарбованi вироби.

29. На електростанцiї 15 змiнних iнженерiв, з них 3 жiнки. У змiну зайнято 3 iн-
женери, знайти ймовiрнiсть того, що у випадково вибрану змiну чоловiкiв виявиться:
а) один; б) два; в) три.

30. На складi 50 виробiв, з них 8 бракованих. Навмання вибирають 3 вироби.
Знайти ймовiрнiсть того, що серед вибраних виробiв: а) 1 бракований; б) хоча б 1
бракований.
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2. Геометричне означення ймовiрностi

1. До залiзничної каси у випадковi моменти часу в межах 10 хв. пiдходить 2
пасажири. Знайти ймовiрнiсть того, що пасажиру, який пiдiйшов другим, доведеться
очiкувати в черзi, якщо термiн обслуговування кожного пасажира складає 2 хв.

2. Два дiйснi числа вибираються випадковим чином з вiдрiзка [−1; 1]. Знайти
ймовiрнiсть того, що їх сума бiльше нуля, а добуток менше нуля.

3. Партiя з 100 виробiв випадковим чином розподiлена мiж трьома контролерами.
Знайти ймовiрнiсть того, що кожен контролер отримає не менше 25 виробiв.

4. Два дiйснi числа p i q випадковим чином вибирають з iнтервалу (−1; 1). Знайти
ймовiрнiсть того, що рiвняння x2 + px+ q = 0 має дiйснi додатнi коренi.

5. Вiдстань мiж пунктами M i N лiтак долає за 30 хв., а автобус — за 5 год.
Iнтервал руху лiтакiв — 6 год. Автобус в випадковий момент часу вiдправився з M
в N . Знайти ймовiрнiсть того, що черговий лiтак прибуде в N ранiше автобуса.

6. Кожен з двох контролерiв перевiряє на протязi години не бiльше 10 виробiв.
Знайти ймовiрнiсть того, що обидва контролери перевiрять на протязi години вiд 12
до 18 виробiв.

7. Два лiтаки прибувають до аеропорту у випадковий момент часу вiд 1200 до 1300.
Знайти ймовiрнiсть того, що лiтаковi, що прибув другим, не доведеться очiкувати
посадки, якщо посадка може вiдбутися не ранiше, нiж через 10 хв. пiсля посадки
першого лiтака.

8. Два дiйснi числа p i q випадковим чином вибираються з iнтервалу (−1; 1).
Знайти ймовiрнiсть того, що рiвняння x2 + px+ q = 0 має дiйснi коренi одного знаку.

9. Двiстi виробiв, що сходять з конвеєра, випадковим чином розподiляються в 3
контейнери, мiсткiстю не менше 200 виробiв кожен. Знайти ймовiрнiсть того, що в
кожен контейнер попаде не бiльше 100 виробiв.

10. На вiдрiзку довжиною 15 см випадковим чином вибираються 2 точки. Знайти
ймовiрнiсть того, що вiдстань мiж цими точками бiльше 7 см.

11. Вiдстань мiж пунктамиM i N лiтак долає за 1 год., а поїзд — за 18 год. Поїзд у
випадковий момент часу вiдправився зM в N . Знайти ймовiрнiсть того, що черговий
лiтак прибуде в N ранiше поїзда, якщо мiж M i N здiйснюється один щоденний рейс
в один i той же час.

12. Кожен з трьох контролерiв перевiряє на протязi години не бiльше 10 виробiв.
Знайти ймовiрнiсть того, що сумарна кiлькiсть виробiв, перевiрених цими контроле-
рами на протязi години, виявиться бiльше 10.

13. Два пароплави повиннi прибути до одного i того ж причалу. Час прибуття
обох пароплавiв незалежний i рiвноможливий на протязi 6 год. Знайти ймовiрнiсть
того, що жоден з пароплавiв не буде чекати звiльнення причалу, якщо час стоянки
кожного пароплаву одна година.

14. Два дiйснi числа a i b випадковим чином вибираються з iнтервалу (−1; 1).
Знайти ймовiрнiсть того, що рiвняння x2 +ax+ b = 0 має дiйснi коренi рiзних знакiв.

15. Два дiйснi числа вибираються випадковим чином з вiдрiзка [0; 1]. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що їх сума не бiльше 1, а добуток не менше 2

9
.

16. Два лiтаки прибувають в аеропорт у випадковi моменти часу вiд 1500 до 1530.
Розвантаження обох лiтакiв виконує одна бригада працiвникiв. Знайти ймовiрнiсть
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того, що лiтаку, що прибув другим, не доведеться очiкувати розвантаження, якщо
на розвантаження кожного лiтака необхiдно 10 хв.

17. Кожне з двох дiйсних додатних чисел не бiльше 4. Знайти ймовiрнiсть того,
що їх добуток виявиться не бiльше 4.

18. Два пароплави повиннi пiдiйти до одного i того ж причалу. Час прибуття обох
пароплавiв незалежний i рiвноможливий на протязi однiєї доби. Знайти ймовiрнiсть
того, що одному з пароплавiв доведеться очiкувати звiльнення причалу, якщо час
стоянки першого пароплава — одна година, другого — двi години.

19. З вiдрiзка [−1; 2] випадковим чином вибранi два числа. Знайти ймовiрнiсть
того, що їх сума бiльше одиницi, а добуток — менше одиницi.

20. На вiдрiзку довжиною 12 см випадковим чином вибранi двi точки. Знайти
ймовiрнiсть того, що вiдстань мiж ними буде менше 5 см.

21. Два дiйснi числа вибираються випадковим чином з вiдрiзка [0; 4]. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що їх сума бiльше 4, а рiзниця менше 2.

22. Екiпажам двох лiтакiв необхiдно передати повiдомлення по радiо в будь-який
час вiд 800 до 810. Час, необхiдний на передачу повiдомлення, — 2 хв. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що повiдомлення не перетинатимуться у часi, якщо для кожного з
екiпажiв рiвноймовiрно почати передачу в будь-який момент у вказаних межах.

23. Двi дiйснi числа p i q вибираються випадковим чином з iнтервалу (−1; 1).
Знайти ймовiрнiсть того, що рiвняння x2 + px+ q = 0 має дiйснi коренi.

24. На колi радiуса R випадковим чином вибираються три точкиM , N i P . Знайти
ймовiрнiсть того, що трикутник MNP гострокутний.

25. Кожен з трьох робiтникiв виготовляє на протязi змiни не бiльше 100 виробiв.
Знайти ймовiрнiсть того, що цi робiтники разом виготовлять за змiну бiльше 100
виробiв.

26. Два дiйснi числа вибираються випадковим чином з вiдрiзка [0; 4]. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що їх сума бiльше 4, а добуток менше 4.

27. Кожен з 200 пасажирiв придбав квиток на один з трьох авiарейсiв. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що на кожному рейсi виявиться не менше 50 пасажирiв, якщо кiлькiсть
мiсць у кожному лiтаку — 200.

28. Два дiйснi числа p i q випадковим чином вибираються з iнтервалу (−2; 2).
Знайти ймовiрнiсть того, що рiвняння x2 + px+ q = 0 не має дiйсних коренiв.

29. В прямокутнику {(x, y) : 0 ≤ x ≤ e, 0 ≤ y ≤ 1} випадковим чином вибрана
точка. Знайти ймовiрнiсть попадання точки в область, обмежену лiнiями: y = 0,
y = lnx, x = e.

30. На кожнiй з двох поточних лiнiй на протязi змiни виготовляється не бiльше
15 виробiв. Знайти ймовiрнiсть того, що загальна кiлькiсть виробiв, виготовлених на
обох лiнiях, буде знаходитись в межах вiд 24 до 28.
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3. Теореми додавання i множення ймовiрностей

1. Два стрiльцi стрiляють по мiшенi один раз. Ймовiрнiсть попадання в мiшень
для першого стрiльця при одному пострiлi дорiвнює 0,6, для другого — 0,7. Зна-
йти ймовiрнiсть того, що в мiшень попаде: а) хоч би один стрiлець; б) тiльки один
стрiлець; в) обидва стрiльцi.

2. Три студенти складають iспит. Ймовiрнiсть того, що перший студент складе
iспит дорiвнює 0,9, другий — 0,7, третiй — 0,6. Знайти ймовiрнiсть того, що: а) два
студенти складуть iспит; б) всi три студенти складуть iспит; в) хоч би один студент
складе iспит.

3. Робiтник обслуговує три верстати. Ймовiрнiсть того, що протягом деякого часу
t його уваги потребуватиме перший верстат дорiвнює 0,8, другий — 0,7, третiй — 0,6.
Знайти ймовiрнiсть того, що протягом часу t уваги робiтника: а) не потребуватиме
жоден верстат; б) потребуватиме хоч би один верстат; в) потребуватиме який-небудь
один верстат.

4. Ймовiрнiсть того, що студент вiдповiсть на перше питання з трьох в екзамена-
цiйному бiлетi дорiвнює 0,9, на друге — 0,8, на трете — 0,7. Визначити ймовiрнiсть
того, що студент складе екзамен, якщо для цього необхiдно вiдповiсти: а) на всi три
питання; б) хоч би на два питання.

5. Робiтник обслуговує три верстати. Ймовiрнiсть того, що протягом години вiн
буде обслуговувати перший верстат дорiвнює 0,7, другий — 0,6, третiй — 0,5. Ви-
значити ймовiрнiсть того, що протягом години вiн буде обслуговувати: а) всi три
верстати; б) який-небудь верстат; в) хоч би один верстат.

6. Три студенти здають екзамен. Ймовiрнiсть здати на "вiдмiнно"для першого
студента дорiвнює 0,8, для другого — 0,6, для третього — 0,5. Знайти ймовiрнiсть
того, що: а) тiльки два студенти складуть екзамен на "вiдмiнно"; б) хоч би один
студент складе екзамен на "вiдмiнно".

7. З трьох гармат зробили залп по цiлi. Ймовiрностi враження цiлi першою, дру-
гою i третьою гарматами вiдповiдно дорiвнюють 0,7; 0,6; 0,9. Знайти ймовiрнiсть
того, що в цiль влучить: а) тiльки один снаряд; б) тiльки два снаряди; в) всi три
снаряди.

8. Для сигналiзацiї про аварiю встановлено три незалежно працюючi пристрої.
Ймовiрнiсть того, що при аварiї спрацює перший пристрiй, дорiвнює 0,6, другий —
0,9 i третiй — 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що при аварiї спрацюють: а) тiльки один
пристрiй; б) хоч би один пристрiй; в) жоден не спрацює.

9. Три стрiльцi в однакових i незалежних умовах зробили по одному пострiлу
по однiй i тiй же мiшенi. Ймовiрнiсть попадання в мiшень першим стрiльцем дорiв-
нює 0,9, другим — 0,8, третiм — 0,7. Знайти ймовiрнiсть того, що; а) тiльки один з
стрiльцiв попаде в мiшень; б) тiльки два стрiльцi попадуть в мiшень; в) хоч би один
стрiлець попаде в мiшень.

10. Студент знає 45 з 60 питань програми. Кожен екзаменацiйний бiлет мiстить
три питання. Знайти ймовiрнiсть того, що студент вiдповiсть: а) на всi три питання;
б) тiльки на два питання; в) тiльки на одне питання.
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11. З трьох гармат зроблений залп по цiлi. Ймовiрнiсть влучення при одному
пострiлi з першої гармати дорiвнює 0,8, з другої — 0,7, з третьої - 0,9. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що: а) жодна гармата не влучить; б) тiльки одна гармата влучить; в)
хоч би одна гармата влучить.

12. Студент знає 30 з 40 питань програми. У бiлетi мiститься три питання. Знайти
ймовiрнiсть того, що: а) студент знає вiдповiдь на всi три питання; б) тiльки на два
питання; в) хоч би на два питання.

13. Два стрiльцi зробили по одному пострiлу в мiшень. Ймовiрнiсть влучення в
мiшень першим стрiльцем дорiвнює 0,9, другим — 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що:
а) обидва стрiльцi влучать в мiшень; б) жоден не влучить; в) тiльки один стрiлець
влучить в мiшень; г) хоч би один з стрiльцiв влучить в мiшень.

14. Для сигналiзацiї про аварiю встановлено три незалежно працюючi пристрої.
Ймовiрнiсть того, що перший пристрiй спрацює, дорiвнює 0,8; для другого i третього
цi ймовiрностi вiдповiдно дорiвнюють 0,9 i 0,7. Знайти ймовiрнiсть того, що при аварiї
спрацюють: а) тiльки один пристрiй; б) жоден не спрацює; в) хоч би один пристрiй.

15. Два стрiльцi стрiляють в мiшень. Ймовiрнiсть попадання в мiшень першим
стрiльцем при одному пострiлi дорiвнює 0,6, другим — 0,8. Знаючи, що кожен стрi-
лець стрiляє один раз, знайти ймовiрнiсть того, що: а) обидва стрiльцi попадуть в
мiшень; б) в мiшень попаде тiльки другий стрiлець; в) хоч би один з стрiльцiв попаде
в мiшень.

16. Студент знає 40 з 50 питань програми. Знайти ймовiрнiсть того, що студент
знає вiдповiдь: а) на всi три питання, що мiстяться в бiлетi; б) на два питання; в) хоч
би на два питання.

17. Десять мисливцiв стрiляють по черзi в одну i ту ж мiшень, проводячи по одно-
му пострiлу. Пiсля першого попадання мiшень руйнується i стрiльба припиняється.
Ймовiрнiсть попадання в мiшень для перших п’яти мисливцiв дорiвнює 0,4, а для
iнших п’яти мисливцiв — 0,7. Яка ймовiрнiсть того, що попадає в мiшень: а) перший
мисливець; б) п’ятий; в) сьомий?

18. Три стрiльцi зробили по одному пострiлу в мiшень. Ймовiрнiсть попадання в
мiшень для кожного стрiльця дорiвнює 0,9. Знати, ймовiрнiсть того, що: а) всi три
стрiльцi попадуть в мiшень; б) тiльки два попадуть в мiшень; в) хоч би один стрiлець
попаде в мiшень.

19. Вiд вокзалу до аеропорту вiдправилися два автобуси. Ймовiрнiсть своєчасного
прибуття кожного автобусу в аеропорт дорiвнює 0,9. Знайти ймовiрнiсть того, що:
а) обидва автобуси прибудуть вчасно; б) тiльки один автобус прибуде вчасно; в) хоч
би один автобус прибуде вчасно; г) жоден з автобусiв не прибуде вчасно.

20. Три стрiльцi зробили залп по мiшенi. Ймовiрнiсть попадання в мiшень для
першого стрiльця дорiвнює 0,7, для другого — 0,8, для третього — 0,9. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що: а) хоч би один стрiлець попаде в мiшень; б) тiльки два стрiльцi
попадуть в мiшень; в) всi три стрiльцi попадуть в мiшень.

21. Робiтник обслуговує три верстати. Ймовiрнiсть того, що протягом часу t вiн
обслуговуватиме перший верстат дорiвнює 0,5, другий — 0,6, третiй — 0,7. Знайти
ймовiрнiсть того, що протягом часу t: а) робiтник не обслуговуватиме жоден верстат;
б) робiтник обслуговуватиме хоч би один верстат; в) робiтник обслуговуватиме тiльки
два верстати.
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22. Вiд вокзалу до аеропорту вiдправилися два автобуси. Ймовiрнiсть своєчасного
прибуття першого автобуса дорiвнює 0,95, другого — 0,9. Знайти ймовiрнiсть того,
що: а) обидва автобуси спiзняться; б) тiльки один прибуде вчасно; в) хоч би один
прибуде вчасно.

23. Три стрiльцi стрiляють в мiшень. Ймовiрнiсть влучення для першого стрiльця
при одному пострiлi дорiвнює 0,8, для другого — 0,7, для третього — 0,6. Знаючи, цю
кожен стрiлець стрiляє один раз, знайти ймовiрнiсть того, що: а) всi три не влучать;
б) хоч би один влучить; в) тiльки один влучить в мiшень.

24. Студент знає 50 з 60 питань програми. Кожен екзаменацiйний бiлет мiстить
три питання. Знайти ймовiрнiсть того, що: а) студент знає вiдповiдь на всi три пи-
тання; б) на два питання; в) хоч би на два питання.

25. З трьох гармат зроблений залп по цiлi. Ймовiрнiсть влучення при одному
пострiлi з першої гармати дорiвнює 0,9, з другої — 0,7, i третьої — 0,8. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що: а) тiльки друга i третя влучать; б) тiльки одна гармата влучить;
в) всi три влучать.

26. Для сигналiзацiї про аварiю встановленi три незалежно працюючi пристрої.
Ймовiрнiсть того, що при аварiї спрацює перший пристрiй дорiвнює 0,95, другий —
0,9, третiй — 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що при аварiї спрацюють: а) тiльки один
пристрiй; б) хоч би один; в) жоден не спрацює.

27. Ймовiрнiсть того, що студент вiдповiсть на перше з трьох питань екзамена-
цiйного бiлету дорiвнює 0,9, на другий — 0,8, на третiй — 0,7. Знайти ймовiрнiсть
того, що студент складе екзамен, якщо для цього йому треба вiдповiсти: а) на всi
три питання; б) хоч би на два питання.

28. З чотирьох гармат зроблений залп по цiлi. Ймовiрностi влучення для першої,
другої, третьої i четвертої гармат вiдповiдно рiвнi 0,9; 0,8; 0,7 i 0,6. Знайти ймовiрнiсть
того, що: а) всi чотири гармати влучать; б) жодна не влучить; в) хоч би одна влучить.

29. Оператор обслуговує три станки. Ймовiрнiсть того, що протягом години вiн
буде обслуговувати перший станок, дорiвнює 0,7, другий — 0,6, третiй — 0,5. Знайти
ймовiрнiсть того, що протягом години оператор обслуговуватиме: а) тiльки один
станок; б) хоч би один станок; в) тiльки другий i перший станки.

30. Три студенти складають екзамен. Ймовiрнiсть того, що перший студент складе
екзамен, дорiвнює 0,9, другий — 0,8, третiй — 0,7. Знайти ймовiрнiсть того, що: а)
тiльки перший студент складе екзамен; б) тiльки другий i третiй складуть екзамен;
в) всi три студенти складуть екзамен.
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4. Формула повної ймовiрностi. Формули Байєса

1. У цеху три типи автоматичних верстатiв виготовляють однаковi деталi. Вер-
статiв першого типу 5 штук, другого — 3 i третього — 2. Продуктивнiсть їх однакова,
але якiсть роботи рiзна. Вiдомо, що верстати першого типу випускають 94% деталей
вiдмiнної якостi, другого — 90% i третього — 95%. Взята випадковим чином деталь
виявилася вiдмiнної якостi. Знайти ймовiрнiсть того, що ця деталь виготовлена на
верстатi: а) першого типу; б) першого або третього типiв.

2. У трьох ящиках знаходяться однотипнi вироби: в першому 20 виробiв, з них 3
нестандартнi, у другому 25 виробiв, з них 4 нестандартнi i в третьому 30 виробiв, з них
6 нестандартних. З випадковим чином вибраного ящика навмання вибирається один
вирiб, який виявився нестандартним. Знайти ймовiрнiсть того, що вирiб знаходився:
а) в третьому ящику; б) в першому ящику.

3. У групi 10 стрiльцiв. Для 5 з них ймовiрнiсть влучення в мiшень 0,8, для
трьох — 0,5, для всiх iнших - 0,25. Пострiл, зроблений випадково вибраним стрiльцем
виявився влучним. Яка ймовiрнiсть того, що цей пострiл був зроблений стрiльцем:
а) першої групи? б) другої групи? в) третьої групи?

4. У трьох однакових коробках знаходяться олiвцi рiзної твердостi, позначенi но-
мерами 1 i 2. В першiй коробцi 6 олiвцiв № 1 i 4 олiвцi № 2, у другiй — вiдповiдно 7 i
3, в третiй — 2 i 8. З однiєї з коробок взятий один олiвець, що виявився твердостi №
2. Знайти ймовiрнiсть того, що взятий олiвець знаходився: а) в першiй коробцi; б) у
другiй; в) у третiй.

5. З 18 стрiльцiв 5 попадають в мiшень з ймовiрнiстю 0,8; 7 — з ймовiрнiстю 0,6;
6 — з ймовiрнiстю 0,6. Навмання вибраний стрiлець зробив пострiл, але в мiшень не
попав. До якої з груп найiмовiрнiше належить цей стрiлець?

6. Три заводи виготовляють електролампи. Перший завод випускає 45% всiєї кiль-
костi електроламп, другий — 40%, третiй — 15%. Продукцiя першого заводу мiстить
70% стандартних ламп, другого — 80%, третього — 90%. В магазин поступає про-
дукцiя всiх трьох заводiв. Яка ймовiрнiсть того, що: 1) куплена лампа виявиться
стандартною; 2) лампа виготовлена на а) першому; б) другому; в) третьому заводi,
якщо вона виявилась стандартною ?

7. У ящику є вiсiм револьверiв однiєї системи i однакових на вигляд. З них два
непристрiляних. Для стрiльця ймовiрнiсть влучити з пристрiляного револьвера до-
рiвнює 0,8, а з непристрiляного — 0,6. Яка ймовiрнiсть того, що пострiл, зроблений
з випадковим чином вибраного револьвера буде влучним? Яка ймовiрнiсть того, що
стрiляли з пристрiляного револьвера, якщо пострiл був влучним?

8. На фабрицi автомати типу A, B i C виготовляють вiдповiдно 25%, 35% i 40%

всiх виробiв. В їх продукцiї брак складає вiдповiдно 5, 4, i 2%. Яка ймовiрнiсть того,
що: а) випадково вибраний вирiб є бракованим ? б) вибраний навмання вирiб, який
виявився бракованим, виготовлений автоматом типу A, B, C ?

9. Є десять однакових урн, в дев’яти з них знаходиться по двi чорних i двi бiлих
кулi, а в однiй — п’ять бiлих i одна чорна куля. З урни, вибраної випадковим чином,
витягнута бiла куля. Яка ймовiрнiсть того, що куля витягнута з урни, що мiстить
п’ять бiлих куль?

10. Команда складається з 10 стрiльцiв, серед яких два майстри спорту (в се-
редньому мають 10 влучень з 10 пострiлiв), два першорозрядники (9 влучень з 10
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пострiлiв), чотири другорозрядники (8 влучень з 10 пострiлiв) i два стрiльцi, що не
мають розряду (7 влучень з 10 пострiлiв). Яка ймовiрнiсть того, що викликаний нав-
мання стрiлець виконає три влучних пострiли пiдряд? Знайти ймовiрнiсть того, що
стрiлець, який виконав три влучнi пострiли пiдряд, був майстром спорту?

11. Деталь, що зазнала обробки одним з трьох iнструментiв, була визнана не-
придатною. Знайти ймовiрнiсть того, що деталь була визнана непридатної внаслiдок
обробки першим, другим або третiм iнструментом, якщо ймовiрностi несправностi
для них вiдповiдно дорiвнюють: 0,2; 0,4; 0,6.

12. Одну i ту ж операцiю виконують робiтники третього, четвертого i п’ятого роз-
рядiв. При цьому робiтники, що мають п’ятий розряд, допускають всього 2% браку,
четвертий — 3%, третiй — 5% браку. При перевiрцi деталь виявилася бракованою.
Яка ймовiрнiсть, що її виготовив робiтник третього, четвертого або п’ятого розрядiв,
якщо з 10 чоловiк двоє мають п’ятий розряд, 5 — четвертий, а iншi — третiй розряд.

13. З першого верстата поступає 40%, з другого — 30%, з третього — 20%, з
четвертого — 10% всiх деталей. Серед деталей першого верстата 1% бракованих,
серед деталей другого — 0, 2%, третього — 0, 3%, четвертого — 0, 5%. На збирання
поступила бракована деталь. Яка ймовiрнiсть того, що вона була виготовлена другим
або третiм верстатом?

14. Третя частина однiєї з трьох партiй деталей є другосортною, iншi деталi у
всiх партiях першого сорту. Деталь, взята з однiєї партiї, виявилася першосортною.
Визначити ймовiрнiсть того, що деталь була взята з партiї, що має другосортнi деталi.

15. У командi спортсменiв 4 лижника, 6 бiгунiв i 10 велосипедистiв. Ймовiрнiсть
виконати норму майстра спорту для лижника дорiвнює 0,2, для бiгуна — 0,15, для
велосипедиста — 0,1. Викликаний навмання спортсмен не виконав норму. Визначити
ймовiрнiсть того, що це був бiгун.

16. Телеграфне повiдомлення складається з сигналiв ”точка” i ”тире”. Статистичнi
властивостi перешкод такi, що спотворюється в середньому 2

5
повiдомлень ”точка” i

1
3
повiдомлень ”тире”. Вiдомо, що, серед сигналiв, що передаються, ”точка” i ”тире”

зустрiчаються у вiдношеннi 5 : 3. Знайти ймовiрнiсть того, що прийнято правильний
сигнал, якщо: а) прийнято сигнал ”точка”; б) прийнято сигнал ”тире”.

17. Є 5 гвинтiвок, з яких 3 з оптичним прицiлом. Ймовiрнiсть влучення при одно-
му пострiлi з гвинтiвки з оптичним прицiлом — 0,9, без оптичного прицiлу — 0,7.
Пострiл, зроблений з навмання вибраної гвинтiвки, виявився влучним. Визначити
ймовiрнiсть того, що пострiл зроблений: а) з гвинтiвки з оптичним прицiлом; б) з
гвинтiвки без оптичного прицiлу.

18. На збирання поступають деталi, виготовленi на чотирьох верстатах. Процент
браку для першого верстата дорiвнює 0, 1%, для другого — 0, 2%, для третього —
0, 25% i для четвертого — 0, 5%. Продуктивнiсть верстатiв вiдноситься вiдповiдно як
9 : 3 : 2 : 1. Деталь, що поступила на збирання, виявилася стандартною. Знайти
ймовiрнiсть того, що вона виготовлена на першому або четвертому верстатi.

19. У тирi є 5 гвинтiвок, ймовiрностi попадання з яких рiвнi вiдповiдно: 0,5; 0,6;
0,7; 0,8 i 0,9. Зроблений з навмання вибраної гвинтiвки пострiл дав промах. Визна-
чити ймовiрнiсть того, що пострiл був зроблений: а) з першої; б) з п’ятої гвинтiвки.

20. У приймачi є 6 ламп першого типу i 8 ламп другого. Ймовiрнiсть виходу з
ладу за час t для лампи першого типу дорiвнює 0,002, а для ламп другого типу —
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0,004. Приймач вийшов з ладу через поломку однiєї лампи. Яка ймовiрнiсть того, що
вийшла з ладу лампа: а) першого типу; б) другого типу ?

21. Товарознавець перевiряє три партiї взуття, що поступили з мiнської, ленiн-
градської i харкiвської взуттєвих фабрик. Вiдомо, що кiлькiсть взуття мiнської фа-
брики в 2 рази менше, нiж ленiнградської, а ленiнградської в три рази менше, нiж
харкiвської. Ймовiрнiсть того, що навмання взята пара взуття мiнської фабрики буде
забракована, рiвна 0,04, ленiнградської — 0,02, харкiвської — 0,10. Навмання взята
пара взуття виявилася бракованою. Знайти ймовiрнiсть того, що пара взуття зробле-
на на харкiвськiй фабрицi.

22. По командi пострiл може бути зроблений з будь-якої з трьох гармат. Ймовiр-
нiсть влучення для першої гармати дорiвнює 0,95, для другої — 0,85, для третьої —
0,9. Пострiл виявився влучним. Яка ймовiрнiсть того, що стрiляла перша гармата ?

23. У групi з 24 чоловiк, що здають екзамени, в iнститут, було: 3 учнi, якi в школi
вчилися на "вiдмiнно вони знали вiдповiдi на всi питання; 12 учнiв, що закiнчили
школу без трiйок, вони знали вiдповiдi на 90% питань; 6 абiтурiєнтiв, що закiнчили
технiкуми i могли вiдповiсти на 80% питань; i троє, що вчилися у вечiрнiх школах,
вони могли дати вiдповiдi на 60% питань. Один з абiтурiєнтiв вiдповiв на всi три
питання. Яка ймовiрнiсть того, що: а) вiдповiв вiдмiнник з школи; б) вiдповiв учень,
що закiнчив технiкум ?

24. У групi 20 чоловiк, з них 12 хлопцiв i 8 дiвчат. З хлопцiв до семiнару пiдготу-
валися 5 чоловiк, а з дiвчат — 3. Викликаний студент не вiдповiв на запитання. Яка
ймовiрнiсть того, що: а) була викликана дiвчина; б) був викликаний хлопець ?

25. Два автомати виготовляють однаковi деталi. Ймовiрнiсть виготовлення деталi
вищої якостi для першого дорiвнює 0,92, для другого — 0,8. Перший автомат виго-
товляє деталей в три рази бiльше, нiж другий. Навмання взята деталь виявилася
вищої якостi. Знайти ймовiрнiсть того, що вона виготовлена: а) першим автоматом,
б) другим автоматом.

26. На першому заводi на кожнi 100 виробiв виготовляється в середньому 90, на
другому — 95, на третьому — 85 виробiв першого сорту. У магазинi продукцiя кожно-
го заводу становить вiдповiдно 50%, 30% i 20%. Яка ймовiрнiсть того, що куплений
вирiб першого сорту був виготовлений на першому, другому, третьому заводах ?

27. Три мисливця одночасно вистрiлили по вепру, який був вбитий однiєю кулею.
Як повиннi мисливцi роздiлити вепра, якщо його вага виявилася рiвною 100 кг, а
ймовiрностi попадання кожною мисливця рiвнi вiдповiдно: 0,2; 0,4 i 0,6 ?

28. При механiчнiй обробцi верстат звичайно працює в двох режимах: рентабель-
ному i нерентабельному. Рентабельний режим спостерiгається на протязi 80% всього
робочого часу, нерентабельний — 20%. Ймовiрнiсть виходу верстата з ладу за час t
роботи в рентабельному режимi дорiвнює 0,1, в нерентабельному — 0,7. Станок ви-
йшов з ладу за час t. Знайти ймовiрнiсть того, що вiн: а) працював в рентабельному
режимi; б) працював в нерентабельному режимi.

29. При вiдхиленнi вiд нормального режиму роботи автомата спрацьовує сигналi-
затор С-1 з ймовiрнiстю 0,8, а сигналiзатор С-2 — з ймовiрнiстю 1. Ймовiрностi того,
що автомат забезпечений сигналiзатором С-1 або С-2 вiдповiдно рiвнi 0,6 i 0,4. Отри-
мано сигнал про розладнання автомата. Що ймовiрнiше: а) автомат забезпечений
сигналiзатором С-1; б) автомат забезпечений сигналiзатором С-2?
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30. У першому ящику мiститься 20 деталей, з них 15 стандартних: у другому —
30 деталей, з них 24 стандартних; а в третьому — 10 деталей, з них 6 стандартних.
Навмання взята деталь з випадковим чином вибраного ящика виявилася стандар-
тною. Знайти ймовiрнiсть того, що деталь взята: а) з першого ящика; б) з другого
ящика; в) з третього ящика.

5. Повторнi незалежнi випробування. Формула Бернуллi,
теореми Муавра-Лапласа, формула Пуассона

1. Комплект виробiв мiстить 30% нестандартних. Знайти ймовiрнiсть того, що
серед вiдiбраних з комплекту випадковим чином 5 виробiв буде:

а) тiльки один нестандартний;
б) хоча б один нестандартний.
2. Ймовiрнiсть того, що пасажир, що звернувся в авiакасу, замовить бiлет в пункт

N , дорiвнює 0,1. Знайти ймовiрнiсть того, що з 100 пасажирiв, що звернулись в касу,
бiлет до пункту N замовлять:

а) менше 15 чоловiк;
б) вiд 5 до 12 чоловiк;
в) бiльше 20 чоловiк.
3. Радiоприлад складається з 1000 мiкроелементiв. Ймовiрнiсть вiдмови одного

елемента на протязi доби становить 0,002 i не залежить вiд стану iнших елементiв.
Знайти ймовiрнiсть вiдмови на протязi доби:

а) тiльки двох елементiв;
б) не менше двох елементiв.
4. Компанiя по перевезенню вантажiв на протязi мiсяця виконує 400 рейсiв. Ймо-

вiрнiсть повного комерцiйного завантаження рейса дорiвнює 0,8. Знайти ймовiрнiсть
того, що на протязi мiсяця з повним комерцiйним завантаженням буде виконано:

а) не менше 300 рейсiв;
б) бiльшiсть рейсiв.
5. Якiсть виробу перевiряють незалежно один вiд одного 4 контролери. Ймовiр-

нiсть прийому виробу кожним контролером дорiвнює 0,9. Знайти ймовiрнiсть того,
що вирiб буде прийнято:

а) всiма контролерами;
б) хоча б одним контролером;
в) хоча б двома контролерами.
6. Згiдно з статистичними даними в середньому 1% пасажирiв здає квиток на

поїзд. Знайти ймовiрнiсть того, що з 300 пасажирiв, що придбали квитки на поїзд,
здадуть квиток:

а) не бiльше 5 пасажирiв;
б) не менше 3 пасажирiв.
7. Вiддiл технiчного контролю приймає в середньому 90% продукцiї заводу. Скiль-

ки потрiбно виготовити виробiв, щоб з ймовiрнiстю 0,95 можна було очiкувати , що
не менше 200 буде прийнято вiддiлом технiчного контролю?
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8. Згiдно з статистичними даними в середньому 5% авiарейсiв затримується по
технiчним причинам. Знайти ймовiрнiсть того, що з 400 рейсiв, запланованих на
наступний мiсяць, по технiчним причинам буде затримано:

а) не бiльше 3% рейсiв;
б) не менше 10% рейсiв.
9. Велика партiя ламп мiстить 1% браку.
1) Знайти ймовiрнiсть того, що серед вибраних випадковим чином 8 ламп вияви-

ться хоча б одна бракована.
2) Яку кiлькiсть ламп потрiбно вiдiбрати з партiї, щоб ймовiрнiсть того, що серед

них буде хоча б одна бракована, була не менше 0,95.
10. Ймовiрнiсть того, що студент дасть правильну вiдповiдь на кожне з екзамена-

цiйних питань дорiвнює 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що з чотирьох питань студент
дасть правильну вiдповiдь на:

а) хоча б одне питання;
б) два питання;
в) не менше трьох питань.
11. Телефонна станцiя обслуговує 2000 абонентiв. Ймовiрнiсть того, що деякий

абонент зателефонує на станцiю на протязi години, дорiвнює 0,001. Знайти ймовiр-
нiсть того, що на протязi години на телефонну станцiю зателефонує:

а) 5 абонентiв;
б) не бiльше трьох абонентiв.
12. В осiннє-зимовий перiод регулярнiсть авiарейсiв становить 90%. Яку кiлькiсть

рейсiв потрiбно запланувати на цей перiод, щоб з ймовiрнiстю 0,96 виконати не менше
1500 рейсiв?

13. Фабрика виготовляє 75% продукцiї першого сорту. Знайти ймовiрнiсть того,
що з 300 виробiв, виготовлених на фабрицi, кiлькiсть першосортних буде:

а) не менше 250;
б) вiд 220 до 235;
в) не бiльше 200.
14. Автопарк маршрутних таксi має 12 автомобiлiв одного типу. Ймовiрнiсть го-

товностi кожного автомобiля до рейса дорiвнює 0,8. Знайти ймовiрнiсть нормальної
роботи автопарку на найближчий день, якщо для цього необхiдно мати готовими до
рейсу:

а) 8 автомобiлiв;
б) не менше 8 автомобiлiв.
15. Ймовiрнiсть закриття аеропорту на добу у зв’язку з метеоумовами в осiнньо-

зимовий перiод дорiвнює 0,15. Знайти ймовiрнiсть того, що в цей перiод аеропорт
буде закрито:

а) на 30 дiб;
б) не бiльше нiж на 20 дiб;
в) не менше, нiж на 50 дiб.
16. Згiдно з статистичними даними 30% бракованого товару надходить в магазин

з вини служби перевезень. На протязi тижня з рiзних причин до магазину надiйшло
12 партiй товару, якi було визнано бракованими. Знайти найбiльш ймовiрне число
партiй товару, якi виявились бракованими з вини служби перевезень.
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17. Прилад складається з 4 незалежно працюючих елементiв. Ймовiрнiсть безвiд-
мовної роботи кожного елемента на протязi часу t дорiвнює 0,7. Знайти ймовiрнiсть
того, що за час t будуть безвiдмовно працювати:

а) всi елементи;
б) хоча б один елемент;
в) не менше трьох елементiв.
18. При транспортування пошкоджується в середньому 0, 05% скляних виробiв.

Знайти ймовiрнiсть того, що при транспортуваннi 1000 виробiв буде пошкоджено:
а) рiвно 3 вироби;
б) не бiльше трьох виробiв;
в) хоча б один вирiб.
19. З комплекту, що складається з 9 якiсних i 1 бракованого виробу, випадковим

чином по одному вибирають вироби, кожен з яких пiсля перевiрки якостi повертає-
ться в комплект.

1) Знайти ймовiрнiсть того, що при 10 перевiрках бракований вирiб буде виявлено
хоча б один раз;

2) Скiльки раз потрiбно вибирати вироби на перевiрку, щоб з ймовiрнiстю, не
меншою 0,9, бракований вирiб було виявлено хоча б один раз.

20. За даними аеропорту в листопадi в зв’язку з метеоумовами вiдкладається 10%

рейсiв. Знайти ймовiрнiсть того, що з 400 рейсiв, запланованих на цей мiсяць, буде
вiдкладено:

а) 50 рейсiв;
б) вiд 30 до 50 рейсiв;
в) не бiльше 30 рейсiв.
21. Згiдно з статистичними даними 90% студентiв II курсу приходять на пари без

запiзнення.
1) Знайти ймовiрнiсть того, що з 169 студентiв не менше 150 прийде не пару без

запiзнення.
2) Скiльки студентiв має прийняти участь в експериментi, щоб з ймовiрнiстю 0,9

можна було очiкувати, що прийде без запiзнення не менше 150 студентiв?
22. Фабрика виготовляє в середньому 20% нестандартних виробiв.
1) Знайти ймовiрнiсть того, що кiлькiсть нестандартних виробiв в партiї з 100

виробiв виявиться бiльше 2.
2) Скiльки потрiбно взяти виробiв, щоб з ймовiрнiстю 0,9 можна було очiкувати

появи хоча б одного нестандартного виробу?
23. Радiостанцiя передає 6 повiдомлень для екiпажу пароплава. Ймовiрнiсть при-

йому кожного повiдомлення 0,6.
1) Знайти найбiльш ймовiрну кiлькiсть прийнятих повiдомлень.
2) Знайти ймовiрнiсть того, що буде прийнято не менше 4 повiдомлень.
24. Ймовiрнiсть того, що студент запiзниться на пару, дорiвнює 0,04. Знайти ймо-

вiрнiсть того, що з 50 студентiв запiзниться:
1) четверо;
2) не бiльше 4;
3) хоча б один.
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25. В зону аеродрому входять 6 лiтакiв. Ймовiрнiсть правильного (такого, що не
потребує втручання диспетчера) заходу на посадку кожного лiтака дорiвнює 0,85.
Знайти найбiльш ймовiрне число лiтакiв, для яких буде необхiдна допомога диспе-
тчера, та обчислити цю найбiльшу ймовiрнiсть.

26. Завод вiдправив на базу 500 якiсних виробiв. Ймовiрнiсть пошкодження при
транспортуваннi кожного виробу дорiвнює 0,001. Знайти ймовiрнiсть того, що буде
пошкоджено:

1) 3 вироби;
2) менше трьох виробiв;
3) хоча б один вирiб.
27. На контроль поступає партiя виробiв. Вiдомо, що 5% всiх виробiв не задоволь-

няють стандарту.
1) Знайти найбiльш ймовiрну кiлькiсть нестандартних виробiв серед 6 перевiрених

та обчислити цю найбiльшу ймовiрнiсть.
2) Скiльки необхiдно перевiрити виробiв, щоб з ймовiрнiстю не меншою 0,95,

виявити хоча б один нестандартний?
28. Ймовiрнiсть того, що лампа залишиться в робочому станi пiсля t годин роботи,

дорiвнює 0,1.
1) Знайти найбiльш ймовiрну кiлькiсть ламп з 5 дослiджуваних, якi не вийдуть

з ладу пiсля t годин роботи.
2) Яку кiлькiсть ламп потрiбно замовити, щоб з ймовiрнiстю, не меншою 0,95,

хоча б одна з них залишилась в робочому станi.
29. Ймовiрнiсть того, що вiдвiдувач унiвермагу зробить покупку, в середньому

дорiвнює 0,7. Знайти ймовiрнiсть того, що з 100 вiдвiдувачiв зроблять покупки:
1) 60 чоловiк;
2) не бiльше 70 чоловiк;
3) не менше 60 чоловiк.
30. За даними метеослужби, у IV кварталi кiлькiсть днiв, в якi спостерiгаються

снiгопади, становить 17%. Знайти ймовiрнiсть того, що в цьому роцi в IV кварталi
снiгопади будуть спостерiгатись на протязi:

1) 15 днiв;
2) вiд 10 до 20 днiв;
3) не бiльше 15 днiв.



16 Гончаренко Я.В.

6. Ряд розподiлу, функцiя розподiлу та числовi
характеристики дискретної випадкової величини

1. Комплект складається з 5 деталей I сорту, 2 — II сорту i 3 бракованих. Ви-
падковим чином вибирається одночасно 3 деталi. Скласти ряд розподiлу випадкової
величини X — кiлькостi бракованих деталей серед вiдiбраних. Знайти числовi хара-
ктеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

2. Система складається з 3 незалежно працюючих пристроїв, якi за час t вихо-
дять з ладу з ймовiрностями вiдповiдно 0,1, 0,05 i 0,2. Скласти ряд розподiлу випад-
кової величини X — кiлькостi пристроїв, що вийшли з ладу за час t. Знайти числовi
характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її
графiк.

3. Ймовiрнiсть вiдмови при зверненнi пасажира до каси дорiвнює 0,1. Пасажир
звертається в касу до отримання бiлету, але не бiльше 4 разiв. Скласти ряд розподi-
лу випадкової величини X — кiлькостi звернень пасажира до каси. Знайти числовi
характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її
графiк.

4. Ймовiрнiсть запiзнення студента на першу пару дорiвнює 0,2. Скласти ряд
розподiлу випадкової величини X — кiлькостi запiзнень студента на протязi 4 днiв.
Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та
побудувати її графiк.

5. Ймовiрнiсть того, що студент знає I питання бiлета дорiвнює 0,9, II питання —
0,8, III питання — 0,7. В бiлетi 3 питання. Скласти ряд розподiлу випадкової вели-
чини X — кiлькостi питань бiлету, якi знає студент. Знайти числовi характеристики
випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

6. Партiя виробiв мiстить 20% нестандартних, причому 50% нестандартних виро-
бiв є браком. Випадковим чином з патiї вiдбирають 3 вироби. Скласти ряд розподiлу
випадкової величини X — кiлькостi бракованих деталей серед вiдiбраних. Знайти
числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побуду-
вати її графiк.

7. Ймовiрнiсть того, що студент дасть парвильну вiдповiдь на запитання викла-
дача дорiвнює 0,8. Викладач задає питання до першої неправильної вiдповiдi, але
не бiльше 4. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi правильних
вiдповiдей. Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю
розподiлу та побудувати її графiк.

8. Комплект складається з 5 виробiв вартiстю 40 грн. i 6 виробiв вартiстю 30
грн. Випадковим чином з комплекту вiдбирається одночасно 3 вироби. Скласти ряд
розподiлу випадкової величини X — сумарна вартiсть вiдiбраних виробiв. Знайти
числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побуду-
вати її графiк.

9. Пiдприємство 30% вантажiв перевозить на власному автотранспортi. Випадко-
вим чином перевiряються 4 рейси. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X —
кiлькостi рейсiв серед вiдiбраних, здiйснених на власному транспортi. Знайти число-
вi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її
графiк.
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10. Якiсть виробу перевiряється трьома контролерами. Ймовiрностi прийому пер-
шим, другим i третiм контролерами вiдповiдно рiвнi 0,95; 0,9 i 0,8. Скласти ряд роз-
подiлу випадкової величини X — кiлькостi контролерiв, що прийняли вирiб. Знайти
числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побуду-
вати її графiк.

11. В партiї з 20 виробiв 90% вищої якостi. Випадковим чином з партiї одноча-
сно вiдiбрано 3 вироби. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi
виробiв вищої якостi серед вiдiбраних. Знайти числовi характеристики випадкової
величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

12. Ймовiрнiсть попадання в мiшень при одному пострiлi дорiвнює 0,8. Стрiлець
робить 4 пострали. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi по-
падань в мiшень. Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти фун-
кцiю розподiлу та побудувати її графiк.

13. Аеропорт здiйснює 3 рейси в пункт N . Ймовiрнiсть затримки першого, друго-
го i третього рейсiв вiдповiдно рiвнi 0,1; 0,3 i 0,5. Скласти ряд розподiлу випадкової
величини X — кiлькостi затриманих рейсiв. Знайти числовi характеристики випад-
кової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

14. Брак в продукцiї цеха становить 5%. Контролер випадковим чином вибирає
по 1 виробу до виявлення першого бракованого, але не бiльше 4. Скласти ряд роз-
подiлу випадкової величини X — кiлькостi бракованих деталей серед вiдiбраних.
Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та
побудувати її графiк.

15. За даними спостережень кiлькiсть перехожих, що переходять вулицю на чер-
воне свiтло становить 15%. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлько-
стi перехожих, що перейдуть дорогу на червоне свiтло серед 4 випадково вiдiбраних
людей. Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю роз-
подiлу та побудувати її графiк.

16. З партiї, що мiстить 6 виробiв I сорту, 5 виробiв II сорту та 4 бракованi вироби,
випадковим чином вiдiбрали 3 вироби. Скласти ряд розподiлу випадкової величини
X — кiлькостi небракованих деталей серед вiдiбраних. Знайти числовi характеристи-
ки випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

17. Випадковим чином вибирається натуральне число, що не перевищує 20. Скла-
сти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi дiльникiв цього числа. Знайти
числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побуду-
вати її графiк.

18. В ящику знаходиться 5 виробiв, один з яких бракований. З ящика один за
одним виймаються всi вироби до появи бракованого. Скласти ряд розподiлу випад-
кової величини X — кiлькостi виробiв, що будуть вийнятi. Знайти числовi характе-
ристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

19. При пiдльотi до аеродрому лiтак має запас пального на три заходи на посадку.
Ймовiрнiсть вдалої посадки при першому заходi дорiвнює 0,8, при другому — 0,9, при
третьому — 0,95. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi заходiв
на посадку. Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю
розподiлу та побудувати її графiк.



18 Гончаренко Я.В.

20. Робiтник обслуговує 4 верстати. Ймовiрнiсть того, що на протязi години вер-
стат не потребуватиме налагодження, дорiвнює для I верстату 0,7, для другого —
0,75, для третього — 0,8, для четвертого — 0,9. Скласти ряд розподiлу випадкової
величини X — кiлькостi верстатiв, якi не потребуватимуть налагодження на про-
тязi години. Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю
розподiлу та побудувати її графiк.

21. На шляху руху автомобiля 6 свiтлофорiв, кожен з яких дозволяє або забороняє
рух з ймовiрнiстю 0,5. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi
свiтлофорiв, пройдених автомобiлем до першої зупинки. Знайти числовi характери-
стики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

22. Ймовiрнiсть виготовлення нестандартного виробу дорiвнює 0,1. З партiї виро-
бiв контролер бере деталь i перевiряє її на стандартнiсть. Якщо вирiб нестандартний,
то перевiрка припиняється, а партiя затримується. Якщо ж деталь стандартна, то
вибирається наступна, але не бiльше 5. Скласти ряд розподiлу випадкової величи-
ни X — кiлькостi перевiрених стандартних деталей. Знайти числовi характеристики
випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

23. Робiтник працює з 4 приладами. Ймовiрнiсть того, що на протязi доби один з
приладiв вийде з ладу дорiвнює 0,2. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X
— кiлькостi приладiв, що вийшли з ладу на протязi доби. Знайти числовi характери-
стики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

24. Комплект складається з 5 виробiв вартiстю 20 грн., та 5 виробiв вартiстю 50
грн. Випадковим чином вибирається 3 вироби. Скласти ряд розподiлу випадкової
величини X — сумарної вартостi вiдiбраних виробiв. Знайти числовi характеристики
випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

25. Прилад складається з 4 незалежно працюючих елементiв. Ймовiрнiсть того,
що один з елементiв не вийде з ладу дорiвнює 0,75. Скласти ряд розподiлу випадкової
величини X — кiлькостi елементiв, що не вийшли з ладу. Знайти числовi характери-
стики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

26. Випадковим чином вибирають натуральне число не бiльше 30. Скласти ряд
розподiлу випадкової величини X — кiлькостi парних дiльникiв цього числа. Знайти
числовi характеристики випадкової величини. Знайти функцiю розподiлу та побуду-
вати її графiк.

27. Є 10 лотерейних бiлетiв, 3 з яких виграшнi. Випадковим чином вибирається 3
бiлети. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi виграшних бiле-
тiв серед вiдiбраних. Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти
функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

28. Ймовiрнiсть складання екзамену студентом з першого разу дорiвнює 0,6, з
другого — 0,75, з третього — 0,8. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X —
кiлькостi спроб скласти екзамен. Знайти числовi характеристики випадкової вели-
чини. Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

29. При проходженнi бойових навчань групi розвiдникiв потрiбно пройти 5 райо-
нiв, в кожному з яких з ймовiрнiстю 0,5 може вiдбутися сутичка з супротивником.
Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi районiв, пройдених гру-
пою до першої сутички. Знайти числовi характеристики випадкової величини. Знайти
функцiю розподiлу та побудувати її графiк.
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30. Ймовiрнiсть вiдповiсти на одне питання бiлету становить 0,9. В бiлетi 4 пи-
тання. Скласти ряд розподiлу випадкової величини X — кiлькостi питань бiлету, на
якi студент дасть вiдповiдь. Знайти числовi характеристики випадкової величини.
Знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк.

7. Функцiя розподiлу, щiльнiсть розподiлу,
числовi характеристики неперервної випадкової величини

Завдання 7 (а). Неперервна випадкова величина X задана функцiєю розподiлу
F (x). Знайти:

1) щiльнiсть розподiлу f(x);
2) математичне сподiвання, дисперсiю та середнє квадратичне вiдхилення випад-

кової величини X;
3) побудувати графiки функцiй F (x) i f(x).

(1) F (x) =


0, при x ≤ 1,

0, 5(x2 − x), при 1 < x ≤ 2,

1, при x > 2;

;

(2) F (x) =


0, при x ≤ 0,

2 sinx, при 0 < x ≤ π
6
,

1, при x > π
6
;

;

(3) F (x) =


0, при x ≤ 1,

0, 25(x2 + x− 2), при 1 < x ≤ 2,

1, при x > 2;

;

(4) F (x) =


0, при x ≤ 0,

0, 5(x3 + x2), при 0 < x ≤ 1,

1, при x > 1;

;

(5) F (x) =


0, при x ≤ −π

2
,

cosx, при π
2
< x ≤ 0,

1, при x > 0;

;

(6) F (x) =


0, при x ≤ 0,

x 3
√
x, при 0 < x ≤ 1,

1, при x > 1;

;

(7) F (x) =


0, при x ≤ 0,

3x2 + 2x, при 0 < x ≤ 1
3
,

1, при x > 1
3
;

;

(8) F (x) =


0, при x ≤ 1,
4
3

(
1− 1

x2

)
, при 1 < x ≤ 2,

1, при x > 2;

;

(9) F (x) =


0, при x ≤ 1,

0, 25(x− 1)2, при 1 < x ≤ 3,

1, при x > 3;

;

(10) F (x) =


0, при x ≤ −1,
1
3
(x2 + 4x+ 3), при −1 < x ≤ 0,

1, при x > 0;

;
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(11) F (x) =


0, при x ≤ 2,
1
15

(x2 − 4x), при 2 < x ≤ 3,

1, при x > 3;

;

(12) F (x) =


0, при x ≤ 0,

0, 5
√
x, при 0 < x ≤ 4,

1, при x > 4;

;

(13) F (x) =


0, при x ≤ 1,

lnx, при 1 < x ≤ e,

1, при x > e;

;

(14) F (x) =


0, при x ≤ −1,
1
8
(x+ 1)3, при −1 < x ≤ 1,

1, при x > 1;

;

(15) F (x) =


0, при x ≤ 0,

x2 + 1, 5x, при 0 < x ≤ 0, 5,

1, при x > 0, 5;

;

(16) F (x) =


0, при x ≤ 0,

sinx, при 0 < x ≤ π
2
,

1, при x > π
2
;

;

(17) F (x) =


0, при x ≤ 0,
4
√
x, при 0 < x ≤ 1,

1, при x > 1;

;

(18) F (x) =


0, при x ≤ −1,
1
9
(x3 + 1), при −1 < x ≤ 2,

1, при x > 2;

;

(19) F (x) =


0, при x ≤ −1,
1
3
(−x2 + 2x+ 3), при −1 < x ≤ 2,

1, при x > 2;

;

(20) F (x) =


0, при x ≤ 0,
1
8
x
√
x, при 0 < x ≤ 4,

1, при x > 4;

;

(21) F (x) =


0, при x ≤ 1,
1
3
(x2 − 1), при 1 < x ≤ 2,

1, при x > 2;

;

(22) F (x) =


0, при x ≤ 1,
1
2
(−x2 + 5x− 4), при 1 < x ≤ 3,

1, при x > 3;

;

(23) F (x) =


0, при x ≤ 0,
1
2
(x3 + x), при 1 < x ≤ 1,

1, при x > 1;

;

(24) F (x) =


0, при x ≤ 0,

x
3
√
x2, при 0 < x ≤ 1,

1, при x > 1;

;
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(25) F (x) =


0, при x ≤ 2,
1
3
(x2 − 2x), при 2 < x ≤ 3,

1, при x > 3;

;

(26) F (x) =


0, при x ≤ −1,

(x2 − 1)2, при −1 < x ≤ 0,

1, при x > 0;

;

(27) F (x) =


0, при x ≤ 0,

0, 5 3
√
x, при 0 < x ≤ 8,

1, при x > 8;

;

(28) F (x) =


0, при x ≤ 2,

(x− 2)3, при 2 < x ≤ 3,

1, при x > 3;

;

(29) F (x) =


0, при x ≤ 1,
1
7
(x3 − 1), при 1 < x ≤ 2,

1, при x > 2;

;

(30) F (x) =


0, при x ≤ 2,

0, 2(x2 − 4), при 2 < x ≤ 3,

1, при x > 3.

;

Завдання 7 (б). Дана щiльнiсть розподiлу неперервної випадкової величини X.
Знайти:
1) коефiцiєнт a;
2) функцiю розподiлу F (x).

(1) f(x) =


0, при x ≤ 0,

a sinx, при 0 < x ≤ π
2
,

0, при x > π
2
.

(2) f(x) =


0, при x ≤ −1,

a(x2 + 2x− 3), при −1 < x ≤ 1,

0, при x > 1.

(3) f(x) =


0, при x ≤ 4,

ax
√
x, при 4 < x ≤ 9,

0, при x > 9.

(4) f(x) =


0, при x ≤ −2,

ax2 + 2x, при −2 < x ≤ 0,

0, при x > 0.

(5) f(x) =


0, при x ≤ 1,

a lnx, при 1 < x ≤ e,

0, при x > e.

(6) f(x) =


0, при x ≤ 0,

a2x, при 0 < x ≤ 1,

0, при x > 1.
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(7) f(x) =


0, при x ≤ −10,

a(x2 + 2x+ 1), при −10 < x ≤ −5,

0, при x > −5.

(8) f(x) =


0, при x ≤ 0,

aex, при 0 < x ≤ 1,

0, при x > 1.

(9) f(x) =


0, при x ≤ −2,

a(x3 − x2), при −2 < x ≤ 2,

0, при x > 2.

(10) f(x) =


0, при x ≤ 0,
a

cos2 x
, при 0 < x ≤ π

4
,

0, при x > π
4
.

(11) f(x) =


0, при x ≤ 0,

a sinx, при 0 < x ≤ π
2
,

0, при x > π
2
.

(12) f(x) =


0, при x ≤ −1,

a(x2 + 2x− 3), при −1 < x ≤ 1,

0, при x > 1.

(13) f(x) =


0, при x ≤ 4,

ax
√
x, при 4 < x ≤ 9,

0, при x > 9.

(14) f(x) =


0, при x ≤ −2,

ax2 + 2x, при −2 < x ≤ 0,

0, при x > 0.

(15) f(x) =


0, при x ≤ 1,

a lnx, при 1 < x ≤ e,

0, при x > e.

(16) f(x) =


0, при x ≤ 0,

a2x, при 0 < x ≤ 1,

0, при x > 1.

(17) f(x) =


0, при x ≤ −10,

a(x2 + 2x+ 1), при −10 < x ≤ −5,

0, при x > −5.

(18) f(x) =


0, при x ≤ 0,

aex, при 0 < x ≤ 1,

0, при x > 1.

(19) f(x) =


0, при x ≤ −2,

a(x3 − x2), при −2 < x ≤ 2,

0, при x > 2.

(20) f(x) =


0, при x ≤ 0,
a

cos2 x
, при 0 < x ≤ π

4
,

0, при x > π
4
.
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(21) f(x) =


0, при x ≤ 0,

a sinx, при 0 < x ≤ π
2
,

0, при x > π
2
.

(22) f(x) =


0, при x ≤ −1,

a(x2 + 2x− 3), при −1 < x ≤ 1,

0, при x > 1.

(23) f(x) =


0, при x ≤ 4,

ax
√
x, при 4 < x ≤ 9,

0, при x > 9.

(24) f(x) =


0, при x ≤ −2,

ax2 + 2x, при −2 < x ≤ 0,

0, при x > 0.

(25) f(x) =


0, при x ≤ 1,

a lnx, при 1 < x ≤ e,

0, при x > e.

(26) f(x) =


0, при x ≤ 0,

a2x, при 0 < x ≤ 1,

0, при x > 1.

(27) f(x) =


0, при x ≤ −10,

a(x2 + 2x+ 1), при −10 < x ≤ −5,

0, при x > −5.

(28) f(x) =


0, при x ≤ 0,

aex, при 0 < x ≤ 1,

0, при x > 1.

(29) f(x) =


0, при x ≤ −2,

a(x3 − x2), при −2 < x ≤ 2,

0, при x > 2.

(30) f(x) =


0, при x ≤ 0,
a

cos2 x
, при 0 < x ≤ π

4
,

0, при x > π
4
.
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8. Нормальний закон розподiлу

11. Пiдприємство виготовляє вироби, довжина яких X розподiлена нормально
з математичним сподiванням (проектна довжина), яке дорiвнює 50 см. Фактична
довжина приймає значення вiд 45 до 55 см. Знайти ймовiрнiсть того, що довжина
випадковим чином вибраного виробу буде: а) бiльше 52 см; б) менше 48 см.

2. Нормально розподiлена випадкова величина в 15% випадкiв приймає значення,
менше 12 i в 40% випадкiв — значення, бiльше 16,2. Знайти параметри a (математичне
сподiвання) i σ (середнє квадратичне вiдхилення) цього розподiлу.

3. Хлiбзавод випiкає батони номiнальною масою 1 кг. За статистичними даними
99, 9% всiєї продукцiї має масу вiд 0,96 до 1,04 кг. Знайти ймовiрнiсть того, що взя-
тий на контроль батон вiдповiдає стандарту, якщо для цього його маса не повинна
вiдхилятись вiд номiнальної бiльше, нiж на 0,02 кг.

4. Вимiрюються значення випадкової величини X, яка має нормальний розподiл
з параметрами a = 10, σ = 5. Знайти симетричний вiдносно a iнтервал, в який з
ймовiрнiстю 0,5 попадає вимiряне значення.

5. Деталь, що виготовляється автоматом, вважається якiсною, якщо вiдхилення
контрольованого розмiру X вiд стандарту (математичного сподiвання) не переви-
щує 10 мм. Точнiсть виготовлення визначається стандартним вiдхиленням σ. Для
прийнятої технологiї σ = 5 i X має нормальний розподiл. Скiльки процентiв якiсних
деталей виготовляє автомат? Якою має бути точнiсть виготовлення, щоб цей процент
пiдвищився до 98?

6. Похибка утримання висоти лiтаком має стандартне вiдхилення σ=75 м. Для
польоту лiтаку вiдведено коридор висотою 100 м. Знайти ймовiрнiсть того, що лi-
так буде летiти нижче, всерединi або вище коридора, якщо йому задана висота, що
вiдповiдає серединi коридора.

7. Випадкова похибка вимiрювання фiзичної величини має нормальний закон роз-
подiлу з параметрами a = 0, σ = 20. Знайти ймовiрнiсть того, що з трьох незалежних
вимiрювань похибка хоча б одного не перевищить по абсолютнiй величинi 4.

8. Коробки з шоколадом пакуються автоматично, їх середня маса дорiвнює 1,06
кг. Знайти стандартне вiдхилення σ, якщо 5% коробок мають масу, меншу 1 кг.

9. Вирiб вважається першосортним, якщо вiдхилення його розмiру вiд номiналу
по абсолютнiй величинi не перевищує 4,2 мм. Вiдхилення розмiру — випадкова вели-
чина X, що має нормальний розподiл з параметром σ = 3 мм. Знайти середнє число
першосортних виробiв серед шести виготовлених.

10. Нормально розподiлена випадкова величина X в 10% випробувань приймає
значення меншi 5, а в 20% випробувань — значення, бiльшi 30. Знайти ймовiрнiсть
попадання цiєї випадкової величини в iнтервал (10; 20).

11. Випадкова величина X має нормальний закон розподiлу з параметрами a =

1, 6 i σ = 1. Знайти ймовiрнiсть того, що при чотирьох випробуваннях ця випадкова
величина хоча б один раз попаде в iнтервал (1, 5; 2).

12. Розмiр виробу, що виготовляється — випадкова величина X, що має нормаль-
ний закон розподiлу з параметрами a = 5 см i σ = 0, 9 см.

1) Знайти ймовiрнiсть того, що розмiр взятого навмання виробу вiдрiзняється вiд
стандарту (математичного сподiвання) не бiльше, нiж на 0,2 см.
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2) В яких межах з ймовiрнiстю 0,95 змiнюється розмiр вибраного навмання ви-
робу?

13. Випадкова величина X має нормальний закон розподiлу з параметрами a =

2, 2 i σ = 0, 5. Знайти ймовiрнiсть того, що в першому випробуваннi X прийме зна-
чення з iнтервалу (3; 4), а в другому — з iнтервалу (1; 2).

14. Пiдприємство випускає вироби номiнальної маси 1 кг. Вiдомо, що 5% продукцiї
має масу менше 0,94 кг. Знайти ймовiрнiсть того, що з чотирьох вибраних випадковим
чином виробiв рiвно 2 будуть мати масу, бiльшу 1,05 кг.

15. Пiдприємство виготовляє вироби, довжина яких X є випадковою величиною,
що має нормальний розподiл з проектним (середнiм) значенням 80 см. Фактична
довжина знаходиться в межах вiд 75 до 85 см. Знайти ймовiрнiсть того, що довжина
взятого навмання виробу матиме значення вiд 78 до 83 см.

16. Процент зайнятостi крiсел на рейсах авiакомпанiї — випадкова величина X,
розподiлена за нормальним законом з середнiм значенням 90% i стандартним вiдхи-
ленням 5%. Знайти ймовiрнiсть того, що

1) на випадковим чином вибраному рейсi процент зайнятостi крiсел вiдхилиться
вiд середнього значення по абсолютнiй величинi не бiльше, нiж на 2%;

2) процент зайнятостi крiсел на цьому рейсi буде знаходитись в межах вiд 85 до
91%.

17. Швидкiсть вiтру в деякому районi — нормально розподiлена випадкова вели-
чина X з середнiм значенням 16 км/ч i стандартним вiдхиленням 5 км/ч. Знайти
ймовiрнiсть того, що в випадковий момент часу швидкiсть вiтру буде: а) менше 14
км/ч; б) бiльше 20 км/ч.

18. Рiчний прибуток фiрми — нормально розподiлена випадкова величина X з
середiнм значенням 2,5 млн. грн. i стандартним вiдхиленням 0,45 млн. Знайти си-
метричний вiдносно середнього значення iнтервал, в якому з ймовiрнiстю 0,9 можна
очiкувати прибуток в наступному роцi.

19. Процент продажу певної групи товару в магазинi — нормально розподiлена
випадкова величина X з середнiм значенням 75% i стандартним вiдхиленням 5%.
Знайти ймовiрнiсть того, що з партiї товару 250 од. буде продано не менше 200 од.

20. Маса виробiв, що виготовляються автоматом — нормально розподiлена ви-
падкова величина з середнiм значенням 90 г i дисперсiєю 0,0225. Знайти ймовiрнiсть
того, що

1) вiдхилення маси виробу вiд середнього значення не перевищить по абсолютнiй
величинi 0,4 г;

2) маса виготовленого виробу буде не бiльше 91 г.
21. Пiдприємство виготовляє вироби, довжина яких X розподiлена нормально

з математичним сподiванням (проектна довжина), яке дорiвнює 50 см. Фактична
довжина приймає значення вiд 45 до 55 см. Знайти ймовiрнiсть того, що довжина
випадковим чином вибраного виробу буде: а) бiльше 52 см; б) менше 48 см.

22. Нормально розподiлена випадкова величина в 15% випадкiв приймає значен-
ня, менше 12 i в 40% випадкiв — значення, бiльше 16,2. Знайти параметри a (мате-
матичне сподiвання) i σ (середнє квадратичне вiдхилення) цього розподiлу.
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23. Хлiбзавод випiкає батони номiнальною масою 1 кг. За статистичними даними
99, 9% всiєї продукцiї має масу вiд 0,96 до 1,04 кг. Знайти ймовiрнiсть того, що взя-
тий на контроль батон вiдповiдає стандарту, якщо для цього його маса не повинна
вiдхилятись вiд номiнальної бiльше, нiж на 0,02 кг.

24. Вимiрюються значення випадкової величини X, яка має нормальний розподiл
з параметрами a = 10, σ = 5. Знайти симетричний вiдносно a iнтервал, в який з
ймовiрнiстю 0,5 попадає вимiряне значення.

25. Деталь, що виготовляється автоматом, вважається якiсною, якщо вiдхилення
контрольованого розмiру X вiд стандарту (математичного сподiвання) не переви-
щує 10 мм. Точнiсть виготовлення визначається стандартним вiдхиленням σ. Для
прийнятої технологiї σ = 5 i X має нормальний розподiл. Скiльки процентiв якiсних
деталей виготовляє автомат? Якою має бути точнiсть виготовлення, щоб цей процент
пiдвищився до 98?

26. Похибка утримання висоти лiтаком дорiвнює має стандартне вiдхилення σ=75
м. Для польоту лiтаку вiдведено коридор висотою 100 м. Знайти ймовiрнiсть того,
що лiтак буде летiти нижче, всерединi або вище коридора, якщо йому задана висота,
що вiдповiдає серединi коридора.

27. Випадкова похибка вимiрювання фiзичної величини має нормальний закон
розподiлу з параметрами a = 0, σ = 20. Знайти ймовiрнiсть того, що з трьох неза-
лежних вимiрювань похибка хоча б одного не перевищить по абсолютнiй величинi
4.

28. Коробки з шоколадом пакуються автоматично, їх середня маса дорiвнює 1,06
кг. Знайти стандартне вiдхилення σ, якщо 5% коробок мають масу, меншу 1 кг.

29. Вирiб вважається першосортним, якщо вiдхилення його розмiру вiд номiналу
по абсолютнiй величинi не перевищує 4,2 мм. Вiдхилення розмiру — випадкова вели-
чина X, що має нормальний розподiл з параметром σ = 3 мм. Знайти середнє число
першосортних виробiв серед шести виготовлених.

30. Нормально розподiлена випадкова величина X в 10% випробувань приймає
значення, меншi 5, а в 20% випробувань — значення, бiльшi 30. Знайти ймовiрнiсть
попадання цiєї випадкової величини в iнтервал (10; 20).
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9. Система двох дискретних випадкових величин

1. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 1 6 11 16

1 0, 068 0, 082 0, 138 0, 042

3 0, 062 0, 108 0, 052 0, 078

5 0, 098 0, 012 0, 158 0, 102

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 6 i Y |X = 5.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 6) i M(Y |X = 5).

2. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 2 7 12 17

2 0, 066 0, 084 0, 136 0, 044

4 0, 064 0, 106 0, 054 0, 076

6 0, 096 0, 014 0, 156 0, 104

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 12 i Y |X = 12.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 12) i M(Y |X = 2).

3. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 12 17 22 27

12 0, 046 0, 104 0, 116 0, 064

14 0, 084 0, 086 0, 074 0, 056

16 0, 076 0, 034 0, 136 0, 124

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 12 i Y |X = 14.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 12) i M(Y |X = 14).

4. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 3 8 13 18

3 0, 064 0, 086 0, 134 0, 046

5 0, 066 0, 104 0, 056 0, 074

7 0, 094 0, 016 0, 154 0, 106

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .
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2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 18 i Y |X = 7.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 18) i M(Y |X = 7).

5. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 12 17 22 27

12 0, 046 0, 104 0, 116 0, 064

14 0, 084 0, 086 0, 074 0, 056

16 0, 076 0, 034 0, 136 0, 124

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 22 i Y |X = 12.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 22) i M(Y |X = 12).

6. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 13 18 23 28

13 0, 044 0, 106 0, 114 0, 066

15 0, 086 0, 084 0, 076 0, 054

17 0, 074 0, 036 0, 134 0, 126

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 13 i Y |X = 15.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 13) i M(Y |X = 15).

7. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 4 9 14 19

4 0, 062 0, 088 0, 132 0, 048

6 0, 068 0, 102 0, 058 0, 072

8 0, 092 0, 018 0, 152 0, 108

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 19 i Y |X = 6.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 19) i M(Y |X = 6).

8. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 14 19 24 29

14 0, 042 0, 106 0, 112 0, 068

16 0, 088 0, 082 0, 078 0, 052

18 0, 072 0, 038 0, 132 0, 128
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1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 14 i Y |X = 18.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 14) i M(Y |X = 18).

9. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 5 10 15 20

5 0, 06 0, 09 0, 13 0, 05

7 0, 07 0, 1 0, 06 0, 07

9 0, 09 0, 02 0, 15 0, 11

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 5 i Y |X = 9.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 5) i M(Y |X = 9).

10. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 15 20 25 30

15 0, 04 0, 11 0, 11 0, 07

17 0, 09 0, 08 0, 08 0, 05

19 0, 07 0, 04 0, 13 0, 13

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 20 i Y |X = 17.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 20) i M(Y |X = 17).

11. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y −2 3 8 13

−2 0, 074 0, 076 0, 144 0, 036

0 0, 056 0, 114 0, 046 0, 084

2 0, 104 0, 006 0, 164 0, 096

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = −2 i Y |X = 0.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = −2) i M(Y |X = 0).

12. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.
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X\Y 6 11 16 21

6 0, 058 0, 092 0, 128 0, 052

8 0, 072 0, 098 0, 062 0, 068

10 0, 088 0, 022 0, 148 0, 112

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 21 i Y |X = 8.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 21) i M(Y |X = 8).

13. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 16 21 26 31

16 0, 038 0, 112 0, 108 0, 072

18 0, 092 0, 078 0, 082 0, 048

20 0, 068 0, 042 0, 128 0, 132

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 26 i Y |X = 16.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 26) i M(Y |X = 16).

14. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 7 12 17 22

7 0, 056 0, 094 0, 126 0, 054

9 0, 074 0, 096 0, 064 0, 066

11 0, 086 0, 024 0, 146 0, 114

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 7 i Y |X = 9.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 7) i M(Y |X = 9).

15. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 17 22 27 32

17 0, 036 0, 114 0, 106 0, 074

19 0, 094 0, 076 0, 084 0, 046

21 0, 066 0, 044 0, 126 0, 134

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 22 i Y |X = 21.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 22) i M(Y |X = 21).
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16. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 8 13 18 23

8 0, 054 0, 096 0, 124 0, 056

10 0, 076 0, 094 0, 066 0, 064

12 0, 084 0, 026 0, 144 0, 116

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 13 i Y |X = 8.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 13) i M(Y |X = 8).

17. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y −1 4 9 14

−1 0, 072 0, 078 0, 142 0, 038

1 0, 058 0, 112 0, 048 0, 082

3 0, 102 0, 008 0, 162 0, 098

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 4 i Y |X = −1.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 4) i M(Y |X = −1).

18. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 9 14 19 24

9 0, 052 0, 098 0, 122 0, 058

11 0, 078 0, 092 0, 068 0, 062

13 0, 082 0, 028 0, 142 0, 118

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 24 i Y |X = 9.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 24) i M(Y |X = 9).

19. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 18 23 28 33

18 0, 034 0, 116 0, 104 0, 076

20 0, 096 0, 074 0, 086 0, 044

22 0, 064 0, 046 0, 124 0, 136

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 33 i Y |X = 18.
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4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 33) i M(Y |X = 18).

20. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 10 15 20 25

10 0, 05 0, 1 0, 12 0, 06

12 0, 08 0, 09 0, 07 0, 06

14 0, 08 0, 03 0, 14 0, 12

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 10 i Y |X = 14.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 10) i M(Y |X = 14).

21. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 1 2 3 4

10 0, 032 0, 118 0, 102 0, 078

20 0, 098 0, 072 0, 088 0, 042

30 0, 062 0, 048 0, 122 0, 138

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 1 i Y |X = 20.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 1) i M(Y |X = 20).

22. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 20 25 30 35

10 0, 03 0, 12 0, 1 0, 08

12 0, 1 0, 07 0, 09 0, 04

14 0, 06 0, 05 0, 12 0, 14

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 20 i Y |X = 14.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 20) i M(Y |X = 14).

23. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 1 6 7 9

1 0, 028 0, 122 0, 098 0, 082

4 0, 102 0, 068 0, 092 0, 038

5 0, 058 0, 052 0, 118 0, 142

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .



ТЕОРIЯ ЙМОВIРНОСТЕЙ I МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА 33

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 7 i Y |X = 4.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 7) i M(Y |X = 4).

24. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 10 11 12 13

−1 0, 026 0, 124 0, 096 0, 084

0 0, 104 0, 066 0, 094 0, 036

1 0, 056 0, 054 0, 116 0, 144

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 13 i Y |X = 0.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 13) i M(Y |X = 0).

25. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 3 5 7 9

10 0, 024 0, 128 0, 094 0, 086

15 0, 106 0, 064 0, 096 0, 034

20 0, 054 0, 056 0, 114 0, 146

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 7 i Y |X = 10.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 7) i M(Y |X = 10).

26. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 2 8 12 16

1 0, 024 0, 126 0, 094 0, 086

2 0, 106 0, 064 0, 096 0, 034

3 0, 054 0, 056 0, 114 0, 146

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 2 i Y |X = 3.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 2) i M(Y |X = 3).

27. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 5 6 7 8

3 0, 022 0, 128 0, 092 0, 088

6 0, 108 0, 062 0, 098 0, 032

9 0, 052 0, 058 0, 112 0, 148
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1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 7 i Y |X = 3.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 7) i M(Y |X = 3).

28. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 9 10 11 12

100 0, 02 0, 13 0, 09 0, 09

200 0, 11 0, 06 0, 1 0, 03

300 0, 05 0, 06 0, 11 0, 15

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 11 i Y |X = 100.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 11) i M(Y |X = 100).

29. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 10 20 30 40

2 0, 018 0, 132 0, 088 0, 092

4 0, 112 0, 058 0, 102 0, 028

6 0, 048 0, 062 0, 108 0, 152

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 20 i Y |X = 2.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 20) i M(Y |X = 2).

30. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин (X;Y ) заданий
таблицею.

X\Y 7 9 11 13

10 0, 016 0, 134 0, 086 0, 094

20 0, 114 0, 056 0, 104 0, 026

30 0, 046 0, 064 0, 106 0, 154

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 7 i Y |X = 20.
4) Обчислiть умовнi математичнi сподiвання M(X|Y = 7) i M(Y |X = 20).
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Завдання 10. З генеральної сукупностi утворено вибiрку. З рiвнем значущостi α
перевiрити гiпотезу про нормальний розподiл генеральної сукупностi та побудувати
довiрчий iнтервал для математичного сподiвання генеральної сукупностi.

1. α = 0, 01
xi 1 2 3 4 5 6

ni 2 3 8 12 9 4

2. α = 0, 05
xi 0, 1 0, 3 0, 5 0, 7 0, 9 1, 1

ni 10 25 113 87 50 7

3. α = 0, 01
xi 10 20 30 40 50 60

ni 1 5 7 6 4 3

4. α = 0, 1
xi −1 0 1 2 3 4

ni 11 27 33 21 15 6

5. α = 0, 01
xi 2 4 6 8 10 12

ni 2 7 23 21 17 10

6. α = 0, 05
xi 3 5 7 9 11 13

ni 6 8 12 10 7 3

7. α = 0, 1
xi 3 5 7 9 11 13

ni 12 50 78 44 21 13

8. α = 0, 01
xi 10 15 20 25 30 35

ni 3 5 7 4 2 1

9. α = 0, 05
xi 0, 1 0, 2 0, 3 0, 4 0, 5 0, 6

ni 15 20 24 25 17 10

10. α = 0, 1
xi 0, 5 1 1, 5 2 2, 5 3

ni 22 54 67 60 42 33

11. α = 0, 01
xi 10 20 30 40 50 60

ni 2 3 8 12 9 4

12. α = 0, 05
xi 0, 5 0, 6 0, 7 0, 8 0, 9 1

ni 10 25 113 87 50 7

13. α = 0, 01
xi 1 2 3 4 5 6

ni 1 5 7 6 4 3

14. α = 0, 1
xi 0 1 2 3 4 5

ni 11 27 33 21 15 6

15. α = 0, 01
xi 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 1 1, 2

ni 2 7 23 21 17 10

16. α = 0, 05
xi 3, 5 5, 5 7, 5 9, 5 11, 5 13, 5

ni 6 8 12 10 7 3
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17. α = 0, 1
xi 13 15 17 19 21 23

ni 12 50 78 44 21 13

18. α = 0, 01
xi 1 1, 5 2 2, 5 3 3, 5

ni 3 5 7 4 2 1

19. α = 0, 05
xi 1 2 3 4 5 6

ni 15 20 24 25 17 10

20. α = 0, 1
xi 50 100 150 200 250 300

ni 22 54 67 60 42 33

21. α = 0, 01
xi 10 20 30 40 50 60

ni 2 3 8 12 9 4

22. α = 0, 05
xi 1 3 5 7 9 11

ni 10 25 113 87 50 7

23. α = 0, 01
xi 1 2 3 4 5 6

ni 1 5 7 6 4 3

24. α = 0, 1
xi 0 5 10 15 20 25

ni 11 27 33 21 15 6

25. α = 0, 01
xi 20 40 60 80 100 120

ni 2 7 23 21 17 10

26. α = 0, 05
xi 0, 3 0, 5 0, 7 0, 9 1, 1 1, 3

ni 6 8 12 10 7 3

27. α = 0, 1
xi 13 15 17 19 21 23

ni 12 50 78 44 21 13

28. α = 0, 01
xi 1 1, 5 2 2, 5 3 3, 5

ni 3 5 7 4 2 1

29. α = 0, 05
xi 0, 1 0, 2 0, 3 0, 4 0, 5 0, 6

ni 15 20 24 25 17 10

30. α = 0, 1
xi 5 10 15 20 25 30

ni 22 54 67 60 42 33
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ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI.
ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ

1. Елементи комбiнаторики.
Класичне означення ймовiрностi випадкової подiї

Елементи комбiнаторики.
Правило добутку. Якщо елемент x множини A можна вибрати n1 способами i

пiсля цього елемент y цiєї ж множини можна вибрати n2 способами, то пару елементiв
(x, y) можна вибрати n1 · n2 способами.

Розмiщення.
Нехай A — множина, що складається з n елементiв (n-елементна множина). Тодi

будь-яка впорядкована пiдмножина множини A, що складається з k елементiв (k-
елементна пiдмножина) називається розмiщенням з повторенням з n елементiв по
k.

Число розмiщень з повтореннями з n елементiв по k дорiвнює:

A
k

n = nk.

Нехай A — n-елементна множина. Тодi будь-яка впорядкована пiдмножина, що
складається з k рiзних елементiв множини A (k ≤ n) називається розмiщенням без
повторень з n елементiв по k.

Число розмiщень без повторень з n елементiв по k дорiвнює:

Akn = n(n− 1)...(n− k − 1) =
n!

(n− k)!
.

Перестановки. Перестановками з n елементiв називаються множини з n еле-
ментiв, якi вiдрiзняються лише порядком елементiв.

Кiлькiсть перестановок з n елементiв без повторень дорiвнює

Pn = n!.

Нехай A = {x1, x2, ..., xm} — n-елементна множина, причому елемент x1 зустрiча-
ється k1 раз, елемент x2 — k2 раз, ..., елемент xm — km раз. Кiлькiсть перестановок
з n елементiв з повтореннями дорiвнює

Pn =
n!

k1! · k2! · ... · km!
.

Комбiнацiї (сполучення). Довiльна k-елементна пiдмножина n-елементної
множини називається комбiнацiєю (сполученням) з n елементiв по k.

Число комбiнацiй (сполучень) з n елементiв по k дорiвнює:

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Розглянемо деяку множину Ω, елементи якої ω називатимемо елементарними
подiями, а саму множину Ω — простором елементарних подiй.

Розглянемо множину B, яка складається з усiх можливих пiдмножин A, B, ...
простору елементарних подiй Ω. Пiдмножини A, B, ... називатимемо подiями.

Будемо вважати, що для елементiв множини B виконуються двi наступнi аксiоми:
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I. Якщо множини Ai ∈ B, i ∈ N , то
⋃
i

Ai ∈ B.

II. Якщо множина A ∈ B, то A = Ω \ A ∈ B.
З аксiом I та II випливає, що:
1) Ω ∈ B,
2) Ø ∈ B,
3) якщо Ai ∈ B, i ∈ N , то

⋂
i

Ai ∈ B.

Множина B, яка задовольняє аксiоми I та II, називається борелiвською σ-алгеброю
подiй.

Надалi операцiю об’єднання подiй будемо називати додаванням подiй i позначати
знаком ”+”, операцiю перетину — множенням подiй i позначати знаком ”·”, а операцiю
доповнення — переходом до протилежної подiї i позначатимемо A. Крiм того, подiю
Ω називатимемо достовiрною, подiю Ø — неможливою.

Подiї A i B назвемо несумiсними, якщо A ∩B = Ø

Розглянемо деяку функцiю P (A), A ∈ B, яка задовольняє наступнi аксiоми:
1. Кожнiй подiї A поставлено у вiдповiднiсть невiд’ємне число P (A), яке назива-

ється ймовiрнiстю подiї A.
2. Якщо подiї A1, A2, ... — попарно несумiснi, то

P (A1 + A2 + ...) = P (A1) + P (A2) + ...

(аксiома зчисленної адитивностi).
3. P (Ω) = 1.
Сукупнiсть трьох об’єктiв (Ω,B, P ), в якiй B задовольняє аксiоми I i II, а P є

функцiєю, для якої мають мiсце аксiоми 1-3, називається ймовiрнiсним простором.
Класичне означення ймовiрностi: ймовiрнiсть випадкової подiїi A визначається

рiвнiстю

P (A) =
k

n
, (1.1)

де k — число елементарних подiй, якi в сумi дають подiю A (число елементарних
подiй, що сприяють подiї A), n — загальна кiлькiсть елементарних подiй.

Приклад 1.1. Для того, щоб зламати електронну поштову скриньку ФБР, ха-
керу Васi необхiдно набрати пароль, який складається з 8 символiв. Яка ймовiрнiсть
того, що Вася вгадає пароль з першої спроби, якщо з добре iнформованих джерел
йому стало вiдомо, що пароль мiстить 4 цифри i 4 рiзнi маленькi лiтери латинського
алфавiту, причому цифри стоять на непарних, а лiтери — на парних мiсцях.

Розв’язання. Кiлькiсть способiв, якими Вася може отримати впорядкований набiр
з 4 цифр (якi, взагалi кажучи, можуть повторюватись) дорiвнює числу розмiщень з
повтореннями з 10 елементiв по 4:

A
4

10 = 104.

Кiлькiсть способiв, якими можна утворити впорядкований набiр з 4 рiзних лiтер
латинського алфавiту дорiвнює числу розмiщень без повторень з 26 елементiв по 4:

A4
26 =

26!

22!
= 23 · 24 · 25 · 26 = 358800.
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Отже, за теоремою множення, кiлькiсть можливих варiантiв дорiвнює

n = 358800 · 104 = 3588 · 106.

Оскiльки правильний варiант пароля тiльки один, то в формулi (1.1) k = 1. Тому
ймовiрнiсть подiї A, яка полягає в тому, що хакер Вася вгадає пароль, дорiвнює

P (A) =
1

3588 · 106
≈ 2, 787 · 10−10.

Вiдповiдь: 2, 787 · 10−10.

Приклад 1.2. Серед 11 лотерейних квиткiв 8 виграшних. Навмання взято 4

квитки. Обчислити ймовiрнiсть того, що серед них 3 виграшних.
Розв’язання. Нехай подiя A полягає в тому, що з 11 квиткiв вибирається 4, при-

чому серед них 3 виграшних.
Елементарними наслiдками експерименту є вибiр довiльних 4 квиткiв з 11. Кiль-

кiсть таких наслiдкiв дорiвнює кiлькостi комбiнацiй з 11 по 4.

C4
11 =

11!

4!7!
=

8 · 9 · 10 · 11

1 · 2 · 3 · 4
= 330.

Кiлькiсть елементарних подiй, що сприяють подiї A, дорiвнює

C3
8 · C1

3 =
8!

3!5!
· 3!

1!2!
=

6 · 7 · 4
1 · 2 · 3

· 3 = 84.

Тодi за класичним означенням ймовiрностi:

P(A) =
84

330
≈ 0, 2545.

Вiдповiдь: 0, 2545.

Приклад 1.3. У лiфт 11-поверхового будинку сiли 4 пасажири. Кожний пасажир
незалежно вiд iнших з однаковою ймовiрнiстю може вийти на будь-якому (починаючи
з другого) поверсi. Визначити ймовiрнiсть того, що: а) усi вийшли на рiзних поверхах;
б) хоча б двоє вийшли на одному поверсi.

Розв’язання.Кiлькiсть елементарних подiй, що є наслiдками даного експерименту
дорiвнює кiлькостi розмiщень з 10 по 4 з повтореннями:

n = A
4

10 = 104 = 10000.

а) Нехай подiя A полягає в тому, що всi пасажири вийшли на рiзних поверхах.
Кiлькiсть елементарних подiй, що сприяють появi подiї A, дорiвнює кiлькостi розмi-
щень з 10 по 4 без повторень:

k = A4
10 =

10!

6!
= 7 · 8 · 9 · 10 = 5040.

Тодi за класичним означенням ймовiрностi

P(A) =
k

n
=

5040

10000
= 0, 504.

б) Подiя, яка полягає в тому, що хоча б двоє пасажирiв вийшли на одному поверсi,
є протилежною до подiї A. Тому її ймовiрнiсть

P(A) = 1− P(A) = 1− 0, 504 = 0, 496.

Вiдповiдь: а) 0,504; б) 0,496.
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Приклад 1.4. На тарiлцi лежить 15 зовнi однакових пирiжкiв, 6 з яких з маком.
На снiданок Вася з’їв 5 пирiжкiв. Знайти ймовiрнiсть того, що серед них було: а) 3
з маком; б) хоча б 3 з маком; в) жодного з маком; г) хоча б 1 з маком.

Розв’язання. a) Нехай подiя A полягає в тому, що серед 5 пирiжкiв, якi з’їв Вася
на снiданок, було 3 з маком.

Кiлькiсть всiх можливих варiантiв вибору 5 пирiжкiв з 15 дорiвнює C5
15. Отже, в

формулi (1.1) n = C5
15.

Сприятливими для появи подiї A є випадки, коли 3 пирiжки Вася вибрав з 6

пирiжкiв з маком, а iншi 2 — з 16 − 6 = 9 пирiжкiв, що залишились. Вибрати 3
пирiжки з 6 можна C3

6 способами, а 2 з 9 — C2
9 способами. За правилом добутку

число сприятливих випадкiв дорiвнює k = C3
6C

2
9 . Отже,

P (A) =
C3

6C
2
9

C5
15

=
6!

3!3!
· 9!

2!7!
15!

5!10!

=
4·5·6
1·2·3 ·

8·9
1·2

11·12·13·14·15
1·2·3·4·5

=
240

1001
≈ 0, 2398.

б) Нехай подiя B полягає в тому, що серед 5 пирiжкiв було хоча б 3 з маком.
Подiю B можна представити як суму подiй

B = B3 +B4 +B5,

де подiї B3, B4, B5 полягають в тому, що серед 5 пирiжкiв була вiдповiдно 3, 4 або 5
з маком. Зрозумiло, що P (B3) = P (A). Аналогiчно обчислимо ймовiрностi подiй B4

i B5:

P (B4) =
C4

6C
1
9

C5
15

=
6!

4!2!
· 9!

1!8!
15!

5!10!

=
5·6
1·2 ·

9
1

11·12·13·14·15
1·2·3·4·5

=
45

1001
≈ 0, 0450,

P (B5) =
C5

6C
0
9

C5
15

=
6!

5!1!
· 1

15!
5!10!

=
6

11·12·13·14·15
1·2·3·4·5

=
2

1001
≈ 0, 0020.

Оскiльки подiї B3, B4, B5 — несумiснi, то

P (B) = P (B3) + P (B4) + P (B5) =
240

1001
+

45

1001
+

2

1001
=

287

1001
≈ 0, 2868.

в) Нехай подiя C полягає в тому, що серед 5 пирiжкiв не було жодного з маком.
Очевидно, що для подiї C кiлькiсть сприятливих випадкiв дорiвнює k = C5

9 . Отже,

P (C) =
C5

9

C5
15

=
9!

5!4!
15!

5!10!

=
5 · 6 · 7 · 8 · 9

11 · 12 · 13 · 14 · 15
=

6

143
≈ 0, 0420.

г) Зрозумiло, що подiя, яка полягає в тому, що серед 5 пирiжкiв був хоча б один
з маком є протилежною до подiї C з попереднього пункту, а отже, її ймовiрнiсть
можна обчислити за формулою ймовiрностi протилежної подiї:

P (C) = 1− P (C) = 1− 6

143
=

137

143
≈ 0, 9580.
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2. Геометричне означення ймовiрностi

При геометричному пiдходi до обчислення ймовiрностi в якостi простору елемен-
тарних подiй Ω розглядається довiльна множина скiнченної мiри Лебега на прямiй,
площинi або в просторi. Подiями називають будь-якi вимiрнi пiдмножини множини
Ω. Ймовiрнiсть подiї A визначається за формулою:

P(A) =
m(A)

m(Ω)
,

де m(A) — мiра Лебега множини A.

Приклад 2.1. На вiдрiзок одиничної довжини навмання ставиться точка. Обчи-
слити ймовiрнiсть того, що вiдстань вiд точки до кiнцiв вiдрiзка перевищує величину
1
7
.
Розв’язання. Простором елементарних подiй даного експерименту можна вважа-

ти вiдрiзок [0; 1]. Кожну елементарну подiю (точку цього вiдрiзка) будемо визначати
її координатою x, 0 ≤ x ≤ 1.

Нехай подiя A полягає в тому, що вiдстань вiд точки до кiнцiв вiдрiзка перевищує
величину 1

7
. Тодi елементарнi подiї, що сприяють появi подiї A є точками iнтервала(

1
7
; 1− 1

7

)
=
(

1
7
; 6

7

)
.

Рис. 1. Крива 1 – осцилограма ∆H(ω2, t) при ~ω2 = 1.72 еВ i I1 =

10 МВт·см−2; d, e, o, n, s, p, r – складовi залежностi 1.

Для обчислення ймовiрностi подiї A використаємо геометричне означення ймо-
вiрностi:

P(A) =
l(CD)

l(AB)
,

де l(CD) = 6
7
− 1

7
= 5

7
, l(AB) = 1 — довжини вiдрiзкiв CD i AB. Тодi

P(A) =
5

7
≈ 0, 7143.

Вiдповiдь: 5
7
.

Приклад 2.2. Два пароплави повиннi пiдiйти до одного i того ж причалу. Час
прибуття пароплавiв рiвноможливий протягом години. Знайти ймовiрнiсть того, що:
а) одному з пароплавiв доведеться чекати звiльнення причалу; б) пароплавам не
доведеться чекати, якщо час стоянки першого 10 хвилин, другого — 15 хвилин.

Розв’язання. Позначимо момент прибуття першого пароплаву x, другого — y. За
умовою

0 ≤ x ≤ 60, 0 ≤ y ≤ 60. (1)

Простiр елементарних подiй складається з усiх можливих пар (x; y), для яких вико-
нуються нерiвностi (1). Поставимо кожнiй елементарнiй подiї у взаємно однозначну
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вiдповiднiсть точку координатної площини з координатами (x; y). Тодi простiр еле-
ментарних подiй геометрично буде представлятись у виглядi квадрата OBCD (див.
мал.).

а) Нехай подiя A полягає в тому, що одному з пароплавiв доведеться чекати, тобто
A буде мати мiсце при умовi {

x− y < 15,

y − x < 10.
(2)

Побудуємо множину точок, що
задовольняють умови (2). Для цьо-
го побудуємо прямi l1 : x − y =

10 i l2 : y − x = 15. Шука-
ною множиною точок буде ше-
стикутник EFGH, з вершинами
E(0; 10), F (50; 60),G(60; 45),H(15; 0).
За геометричним означенням ймо-
вiрностi

P(A) =
SEFGH
SABCD

=
SABCD − S∆EBF − S∆HDG

SABCD
=

602 − 1
2
· 502 − 1

2
· 452

602
= 0, 3715.

б) Подiя, яка полягає в тому, що пароплавам не доведеться чекати є протилежною
до подiї A. Тому її ймовiрнiсть:

P(A) = 1− P(A) = 1− 0, 3715 = 0, 6285.

Вiдповiдь: а) 0,3715; б) 0,6285.

Приклад 2.3. Вченому з свiтовим iм’ям Iнокентiй нiчого було робити. Щоб якось
згаяти вiльний час, вiн вирiшив провести науковий дослiд: розпиляти нiжку стiль-
ця довжиною l см на 3 шматочки довiльної довжини i спробувати скласти з них
трикутник. Яка ймовiрнiсть того, що дослiд вiдомого вченого завершиться успiшно
?

Розв’язання. Нехай x, y, z — довжини утворених шматочкiв. Тодi x + y + z = l,
x, y, z ∈ (0; l). Простором елементарних подiй є множина:

Ω = {(x, y, z) : 0 < x < l, 0 < y < l, 0 < z < l, x+ y + z = l}.

Якщо трiйки чисел (x, y, z) розглядати як координати точок в деякiй прямокутнiй де-
картовiй системi координат, то множина точок Ω складатиме частину площини, обме-
жену сторонами трикутника ABC з вершинами в точках A(l; 0; 0), B(0; l; 0), C(0; 0; l)

(див. мал. 4.2).
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З вiдрiзкiв довжинами x, y, z можна утворити трикутник при умовi:
x+ y > z,

x+ z > y,

y + z > x.

(2.2)

Розглянемо вiдповiднi рiвностi:

x+ y = z, x+ z = y, y + z = x,

кожна з яких визначає площину, яка перетинає площину (ABC) по прямим

a1 :

{
x+ y − z = 0,

x+ y + z − l = 0;
a2 :

{
x+ z − y = 0,

x+ y + z − l = 0;
a3 :

{
y + z − x = 0,

x+ y + z − l = 0;

Точки перетину цих прямих мають координати:

a1 ∩ a2 = K

(
0;
l

2
;
l

2

)
, a1 ∩ a3 = L

(
l

2
; 0;

l

2

)
, a2 ∩ a3 = M

(
l

2
;
l

2
; 0

)
.

Переконаємось, що точки площи-
ни (ABC) задовольняють системi не-
рiвностей (2.2) тодi i тiльки тодi, ко-
ли вони належать внутрiшнiй части-
нi трикутника KLM . Отже, ймовiр-
нiсть подiї A, яка полягає в тому, що
з утворених шматочкiв нiжки стiль-
ця можна скласти трикутник, можна
обчислити за формулою:

P (A) =
S∆KLM

S∆ABC

.

Трикутник ABC — правильний з стороною AB = l
√

2. Отже,

S∆ABC =
AB2
√

3

4
=

2
√

3l2

4
=

√
3l2

2
.

Аналогiчно, трикутник KLM — правильний з стороною KL = l
√

2
2

i його площа
дорiвнює S∆KLM =

√
3l2

8
. Тодi

P (A) =

√
3l2

8√
3l2

2

=
1

4
.

Вiдповiдь: 0,25.
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3. Теореми додавання i множення ймовiрностей

Теорема додавання ймовiрностей.
1) Якщо подiї A i B несумiснi, то ймоврiнiсть їх суми дорiвнює сумi ймовiрно-

стей:
P(A+B) = P(A) + P(B).

2) Якщо подiї A i B сумiснi, то

P(A+B) = P(A) + P(B)− P(AB).

Наслiдок (про ймовiрнiсть протилежної подiї). Ймовiрнiсть подiї A про-
тилежної до A дорiвнює

P(A) = 1− P(A).

Теорема множення ймовiрностей.
1) Якщо подiї A i B незалежнi, то

P(AB) = P(A)P(B).

2) Якщо подiї A i B залежнi, то

P(AB) = P(A)P(B|A),

де P(B|A) — ймовiрнiсть подiї B при умовi появи подiї A.

Приклад 3.1. Iван Царевич вступив у двобiй з трьохголовим Змiєм Гориничем.
Ймовiрнiсть того, що Iван Царевич вiдрубає першу голову дорiвнює 0,8, другу — 0,6
i третю — 0,5. Яка ймовiрнiсть того, що Iван Царевич: а) переможе Змiя Горинича
(вiдрубає всi голови); б) укладе мирну угоду (вiдрубає тiльки 2 голови); в) попаде
до Змiя Горинича на обiд (вiдрубає не бiльше 1 голови).

Розв’язання. Розглянемо елементарнi подiї:
A1 — "Iван Царевич вiдрубав Змiю Гориничу першу голову";
A2 — "Iван Царевич вiдрубав Змiю Гориничу другу голову";
A3 — "Iван Царевич вiдрубав Змiю Гориничу третю голову".
За умовою

P (A1) = 0, 8, P (A2) = 0, 6, P (A3) = 0, 5.

Обчислимо ймовiрностi протилежних подiй:

P (A1) = 1− P (A1) = 1− 0, 8 = 0, 2, P (A2) = 1− P (A2) = 1− 0, 6 = 0, 4,

P (A3) = 1− P (A3) = 1− 0, 5 = 0, 5.

а) Тодi подiю B, яка полягає в тому, що Iван Царевич вiдрубав всi три голо-
ви, можна представити як добуток подiй: B = A1A2A3. Оскiльки подiї A1, A2, A3

незалежнi, то

P (B) = P (A1) · P (A2) · P (A3) = 0, 8 · 0, 6 · 0, 5 = 0, 24.

б) Подiю C, яка полягає в тому, що Iван Царевич вiдрубав Змiю тiльки 2 голови,
можна представити як суму наступних подiй:
C1 = A1A2A3 — "вiдрубав першу i другу голови";
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C2 = A1A2A3 — "вiдрубав першу i третю голови";
C3 = A1A2A3 — "вiдрубав другу i третю голови".

Оскiльки подiї C1, C2 i C3 — несумiснi, то

P (C) = P (A1) · P (A2) · P (A3) + P (A1) · P (A2) · P (A3) + P (A1) · P (A2) · P (A3) =

= 0, 8 · 0, 6 · 0, 5 + 0, 8 · 0, 4 · 0, 5 + 0, 2 · 0, 6 · 0, 5 = 0, 46.

в) ПодiюD, яка полягає в тому, що Iван Царевич вiдрубав не бiльше однiєї голови,
можна представити у виглядi суми двох подiй:
D1 = A1A2A3 — "не вiдрубав жодної голови" i
D2 = A1A2A3 +A1A2A3 +A1A2A3 — "вiдрубав тiльки одну голову (третю, другу або
першу)".

Тодi, оскiльки подiї D1 i D2 — несумiснi, то

P (D) = P (D1) + P (D2) =

= 0, 2 · 0, 4 · 0, 5 + 0, 2 · 0, 4 · 0, 5 + 0, 2 · 0, 6 · 0, 5 + 0, 8 · 0, 4 · 0, 5 = 0, 3.

Ймовiрнiсть подiї D можна було обчислити, використовуючи те, що D є подiєю,
оберненою до суми подiй B i C, якi є несумiсними. Отже,

P (D) = 1− (P (B) + P (C)) = 1− (0, 24 + 0, 46) = 1− 0, 7 = 0, 3.

Приклад 3.2. Пiсля того, як Iван Царевич поцiлує Сплячу Красуню, вона може
прокинутись з ймовiрнiстю 0,6. Скiльки раз Iвану Царевичу доведеться поцiлувати
Сплячу Карсуню, щоб вона прокинулась з ймовiрнiстю, не меншою 0,9.

Розв’язання. Будемо вважати, що Спляча Карсуня з ймовiрнiстю 0,9 прокинеться
пiсля k-го поцiлунку. Розглянемо подiї Ai, i = 1, 2, ..., k− 1, якi полягають в тому, що
Спляча Красуня прокинеться пiсля i-го поцiлунку. Легко бачити, що

P (Ai) = (1− 0, 6)i−1 · 0, 6 = (0, 4)i−1 · 0, 6.

За умовою задачi маємо

P (A1) + P (A2) + ...+ P (Ak) ≥ 0, 9,

0, 6 + 0, 4 · 0, 6 + ...+ (0, 4)k−1 · 0, 6 ≥ 0, 9 ⇔
0, 6(1− (0, 4)k)

1− 0, 4
≥ 0, 9 ⇔ (0, 4)k ≤ 0, 1 ⇔ k ≥ log0,4 0, 1 ≈ 2, 5.

Отже, Iвану Царевичу доведеться цiлувати Сплячу Красуню як мiнiмум 3 раза.

Приклад 3.3. Два гравцi А та Б по черзi кидають монету. Виграє той, у кого
ранiше випаде ”тризуб”.

1) Знайти ймовiрнiсть того, що виграв А до 9-го кидка.
2) Яка ймовiрнiсть виграшу для кожного гравця при необмеженiй за часом грi?
Розв’язання. Розглянемо випадок, коли А кидає монету першим. Позначимо Ai

подiї, якi полягають в тому, що А виграє при i-му пiдкиданнi монети, i = 1, 3, 5, 7.

P(A1) =
1

2
= 0, 5; P(A3) =

(
1

2

)3

= 0, 125;

P(A5) =

(
1

2

)5

= 0, 03125; P(A7) =

(
1

2

)7

= 0, 007813.
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Ймовiрнiсть подiї A, яка полягає в тому, що А виграє до 9-го пiдкидання монети,
дорiвнює

P(A) = P(A1) +P(A3) +P(A5) +P(A7) = 0, 5 + 0, 125 + 0, 03125 + 0, 007813 = 0, 664043.

Розглянемо тепер випадок, коли А кидає монету другим. Аналогiчно позначимо
Ai подiї, якi полягають в тому, що А виграє при i-му пiдкиданнi монети, i = 2, 4, 6, 8.

P(A2) =

(
1

2

)2

= 0, 25; P(A4) =

(
1

2

)4

= 0, 0625;

P(A6) =

(
1

2

)6

= 0, 015625; P(A8) =

(
1

2

)8

= 0, 00390625.

Ймовiрнiсть подiї A, яка полягає в тому, що А виграє до 9-го пiдкидання монети, в
цьому випадку дорiвнює

P(A) = P(A2) + P(A4) + P(A6) + P(A8) = 0, 33203.

б) Розглянемо випадок, коли час гри необмежений. Тодi ймовiрнiсть того, що
виграє гравець, який пiдкидає монету першим, дорiвнює

P(A) =
∞∑
i=1

P(A2i−1) =
∞∑
i=1

(
1

2

)2i−1

=

=
1

2
+

1

8
+ ...+

1

22n−1
+ ... =

1
2

1− 1
4

=
2

3
.

Ймовiрнiсть того, що виграє гравець, який пiдкидає монету другим, дорiвнює

P(A) =
∞∑
i=1

P(A2i) =
∞∑
i=1

(
1

2

)2i

=

=
1

4
+

1

16
+ ...+

1

22n
+ ... =

1
4

1− 1
4

=
1

3
.

Приклад 3.4. Урна мiститьM (M = 10) пронумерованих куль. Кулi виймаються
по однiй без повернення. Розглядаються такi подiї:

A — номери куль в порядку виймання утворюють послiдовнiсть 1, 2, 3, ..., M .
B — хоча б один раз спiвпадає номер кулi та порядковий номер виймання.
C — немає жодного спiвпадання номера кулi та порядкового номера виймання.
Обчислити ймовiрностi подiй A, B, C. Знайти граничнi значення ймовiрностей

при M →∞.
Розв’язання. Загальна кiлькiсть елементарних подiй, що можуть бути наслiдками

даного експерименту дорiвнює кiлькостi перестановок з 10 елементiв n = 10!.
Кiлькiсть елементарних подiй, що сприяють появi подiї A, дорiвнює 1. Тодi за

класичним означенням ймовiрностi

P(A) =
1

10!
=

1

3628800
≈ 0, 0000002756.
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Позначимо P(k/n) — ймовiрнiсть рiвно k спiвпадань при вийманнi n кульок (це
можлива, якщо k номери кульок спiвпадають, а n− k — не спiвпадають). Кiлькiсть
рiзних варiантiв вибору k кульок з n доiвнює Ck

n. Тодi

P(k/n) = Ck
n ·

1

n(n− 1)...(n− k + 1)
P(0/n− k) =

=
n!

k!(n− k)!
· (n− k)!

n!
P(0/n− k) =

1

k!
P(0/n− k). (3)

Очевидно, що сума ймовiрностей по всiм можливим кiлькостям спiвпадань при
даному значеннi n має дорiвнювати 1, тобто

P(0/n) + P(1/n) + ...+ P(n− 1/n) + P(n/n) = 1,

звiдки, враховуючи (3), маємо:

P(0/n) +
1

1!
P(0/n− 1) +

1

2!
P(0/n− 2) + ...+

1

(n− 1)!
P(0/1) +

1

n!
= 1.

Очевидно, що P(0/1) = 0. При n = 2

P(0/2) +
1

1!
P(0/1) +

1

2!
= 1, P(0/2) =

1

2
.

При n = 3

P(0/3) +
1

1!
P(0/2) +

1

2!
P(0/1) +

1

3!
= 1,

P(0/3) =
1

3
.

При n = 4

P(0/4) +
1

1!
P(0/3) +

1

2!
P(0/2) +

1

3!
P(0/1) +

1

4!
= 1,

P(0/4) =
3

8
.

Для того, щоб отримати загальну формулу обчислення P(0/n) розглянемо рiзницi:

P(0/1)− P(0/2) = 0− 1 = −1 = − 1

1!
,

P(0/2)− P(0/1) =
1

2
− 0 =

1

2!
,

P(0/3)− P(0/2) =
1

3
− 1

2
= −1

6
= − 1

3!
,

P(0/4)− P(0/3) =
3

8
− 1

3
=

1

24
=

1

4!
.

Продовживши цей процес по iндукцiї, отримаємо формулу:

P(0/n− k)− P(0/n− k − 1) =
(−1)n−k

(n− k)!
.

Додамо всi отриманi нерiвностi:

P(0/n− k)− P(0/0) = − 1

1!
+

1

2!
− ...+ (−1)n−k

(n− k)!
,

звiдки

P(0/n− k) = 1− 1

1!
+

1

2!
− ...+ (−1)n−k

(n− k)!
. (4)
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При M = 10 матимемо

P(C) = P(0/10) = 1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+

1

4!
− 1

5!
+

1

6!
− 1

7!
+

1

8!
− 1

9!
+

1

10!
≈ 0, 367879464.

Подiя B є протилежною до подiї C тому

P(B) = 1− P(C) = 1− 0, 367879464 = 0, 632120536.

При M →∞ маємо (n− k)→∞ i в формулi (4) кiлькiсть доданкiв прямуватиме
до нескiнченностi. Як вiдомо,

∞∑
k=0

(−1)k

k!
= e−1,

тобто
P(C) ≈ e−1 ≈ 0, 367879441, (M →∞)

P(B) ≈ 1− e−1 ≈ 0, 632120559, (M →∞).

4. Формула повної ймовiрностi. Формули Байєса.

Якщо подiя A може вiдбутися тiльки з однiєю з n попарно несумiсних подiй H1,

H2, ..., Hn,
n∑
i=1

P(Hi) = 1, (цi подiї називають гiпотезами по вiдношенню до A), то

ймовiрнiсть подiї A можна обчислити за формулою повної ймовiрностi:

P(A) =
n∑
i=1

P(Hi)P(A|Hi).

Якщо вiдомо, що подiя A вже вiдбулась, то можна обчислити умовнi ймовiрностi
P(Hi|A) за формулами Байєса:

P(Hi|A) =
P(Hi)P(A|Hi)

P(A)
.

Приклад 4.1. У магазин надходять однотипнi вироби з трьох заводiв, причому
I завод поставляє 60% виробiв, II i III — по 20%. Серед виробiв I заводу 70% пер-
шосортних, II — 80%, III — 90%. Куплений один вирiб. Вiн виявився першосортним.
яка ймовiрнiсть того, що цей вирiб виготовлений третiм заводом?

Розв’язання. Розглянемо подiю A — куплений вирiб виявився першосортним. Мо-
жливi наступнi припущення (гiпотези):

H1 — вирiб надiйшов до магазину з I заврду;
H2 — вирiб надiйшов до магазину з II заврду;
H3 — вирiб надiйшов до магазину з III заврду.

P(H1) =
60

100
= 0, 6; P(H2) =

20

100
= 0, 2; P(H3) =

20

100
= 0, 2.

Знайдемо умовнi ймовiрностi того, що першосортний вирiб виготовлений на I, II
або III заводах вiдповiдно:

P(A|H1) =
70

100
= 0, 7; P(A|H2) =

80

100
= 0, 8; P(A|H3) =

90

100
= 0, 9.
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Ймовiрнiсть подiї A обчислимо за формулою повної ймовiрностi:

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) + P(H3)P(A|H3) =

= 0, 6 · 0, 7 + 0, 2 · 0, 8 + 0, 2 · 0, 9 = 0, 76.

Ймовiрнiсть того, що куплений першосортний вирiб виготовлений на III заводi
обчислимо за формулою Байєса:

P(H3|A) =
P(H3)P(A|H3)

P(A)
=

0, 2 · 0, 9
0, 76

= 0, 2368.

Вiдповiдь: 0, 2368.

Приклад 4.2. В першiй урнi 3 бiлi та 2 чорнi кулi, у другiй 4 бiлi та 4 чорнi.
З першої урни в другу перекладено 2 кулi, потiм з другої урни вийнято одну куля.
Визначити ймовiрнiсть того, що вийнята куля бiла.

Розв’язання. Нехай подiя A — вийнята бiла куля. Можливi наступнi припущення
(гiпотези):

H1 — з першої урни перекладено в другу 2 бiлi кулi;
H2 — з першої урни перекладено в другу 1 бiлу та 1 чорну кулю;
H3 — з першої урни перекладено в другу 2 чорнi кулi.

P(H1) =
C2

4

C2
8

=
4!

2!2!
8!

2!6!

=
3·4
1·2
7·8
1·2

=
6

28
=

3

14
,

P(H2) =
C1

4 · C1
4

C2
8

=
4!

1!3!
· 4!

1!3!

28
=

16

28
=

4

7
,

P(H3) =
C2

4

C2
8

=
4!

2!2!
8!

2!6!

=
3·4
1·2
7·8
1·2

=
6

28
=

3

14
.

Обчислимо умовнi ймовiрностi того, що з першої урни буде вийнята бiла кулi,
якщо в неї було перекладено 2 бiлi, 1 бiла i 1 чорна, 2 чорнi кулi вiдповiдно:

P(A|H1) =
5

7
, P(A|H2) =

4

7
, P(A|H3) =

3

7
.

Ймовiрнiсть подiї A обчислимо за формулою повної ймовiрностi:

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) + P(H3)P(A|H3) =

=
3

14
· 5

7
+

4

7
· 4

7
+

3

14
· 3

7
=

56

98
≈ 0, 571429.

Вiдповiдь: 0, 571429.
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5. Повторнi незалежнi випробування. Формула Бернуллi,
теореми Муавра-Лапласа, формула Пуассона

У ймовiрнiснiй схемi Бернуллi розглядається послiдовнiсть n незалежних випро-
бувань, в кожному з яких деяка подiя A може вiдбутися з постiйною ймоврiнiстю p.
Ймовiрнiсть того, що подiя A не вiдбудеться внаслiдок одного випробування дорiв-
нює q = 1 − p. Ймовiрнiсть того, що в n випробуваннях подiя A вiдбудеться k раз
обчислюється за формулою Бернуллi:

Pn(k) = Ck
np

kqn−k.

При великих значеннях n використовують наближенi рiвностi (локальну та iнте-
гральну формули Муавра-Лапласа та формулу Пуасона).

Локальна теорема Муавра-Лапласа. Ймовiрнiсть того, що в n незалежних
випробуваннях (в кожному з яких ймовiрнiсть появи подiї A дорiвнює p (0 < p < 1))
подiя A з’явиться k раз наближено дорiвнює

Pn(k) ≈ 1
√
npq

ϕ(x),

де q = 1− p,

x =
k − np
√
npq

, ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 .

Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа. Ймовiрнiсть того, що в n незале-
жних випробуваннях (в кожному з яких ймовiрнiсть появи подiї A дорiвнює p

(0 < p < 1)) подiя A з’явиться вiд k1 до k2 раз наближено дорiвнює

Pn(k1 ≤ k ≤ k2) ≈ Φ(x2)− Φ(x1),

x1 =
k1 − np√
npq

, x2 =
k2 − np√
npq

, Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt.

Зауваження.
1) При знаходженнi значень функцiй ϕ(x) i Φ(x) слiд враховувати, що ϕ(x) парна

функцiя (ϕ(−x) = ϕ(x)), а Φ(x) непарна функцiя (Φ(−x) = −Φ(x)),
ϕ(x) = 0, при x ≥ 4;
Φ(x) = 0, 5, при x ≥ 4.

2) Наближеними формулами Муавра-Лапласа на практицi доцiльно користува-
тись у тому випадку, коли npq ≥ 10. Якщо ж npq < 10, цi формули приводять до
досить великої похибки.

Теорема Пуасона. Ймовiрнiсть того, що в n незалежних випробуваннях подiя
A з’явиться k раз наближено дорiвнює

Pn(k) ≈ λk

k!
e−λ,

де λ = np.
Зауваження. Наближену формулу Пуасона доцiльно використовувати при вели-

ких n i малих p (коли np < 5).
Вiдхилення вiдносної частоти вiд постiйної ймовiрностi в незалежних

випробуваннях.
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Ймовiрнiсть того, що в n незалежних випробуваннях, в кожному з яких ймоврi-
нiсть появи подiї дорiвнює p (0 < p < 1), абсолютна величина вiдхилення вiдносної
частоти появи подiї вiд ймовiрностi появи подiї не перевищить заданого додатного
числа ε, наближено дорiвнює подвоєному значенню функцiї Лапласа вiд x = ε

√
n
pq
:

P
{∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ ≤ ε

}
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
.

Найбiльш ймовiрне число появ подiї в незалежних випробуваннях.
Число k0 (появи подiї в серiї незалежних випробувань, в кожному з яких подiя

може вiдбутися з ймовiрнiстю p) називається найбiльш ймовiрним, якщо ймовiрнiсть
того, що дана подiя вiдбудеться k0 раз не менше ймовiрностi всiх iнших можливих
наслiдкiв серiї випробувань.

Число k0 визначають з подвiйної нерiвностi:

np− q ≤ k0 ≤ np+ p,

причому:
1) якщо np− q — дробове число, то iснує єдине натуральне значення k0;
2) якщо np− q — цiле число, то iснує два найбiльш ймовiрних числа k0 i k0 + 1;
3) якщо np — цiле, то k0 = np.

Приклад 4.1. Знайти ймовiрнiсть того, що подiя A вiдбудеться не менше трьох
раз в чотирьох незалежних випробуваннях, якщо ймовiрнiсть її появи в одному ви-
пробуваннi дорiвнює 0, 4.

Розв’язання. За умовою n = 4, p = 0, 4, q = 1 − p = 0, 6. Необхiдно обчислити
ймовiрнiсть

P4(k ≥ 3) = P4(3) + P4(4).

За формулою Бернуллi:

P4(3) = C3
4 ·(0, 4)3·(0, 6)1 =

4!

3!1!
·0, 064·0, 6 = 0, 1536; P4(4) = C4

4 ·(0, 4)4·(0, 6)0 = 0, 0256;

P4(k ≥ 3) = 0, 1536 + 0, 0256 = 0, 1792.

Вiдповiдь: 0,1792.

Приклад 4.2. Ймовiрнiсть народження хлопчика дорiвнює 0,51. Знайти ймовiр-
нiсть того, що серед 100 новонароджених:

а) 50 хлопчикiв;
б) не бiльше 45 i не менше 55 хлопчикiв;
в) не менше 60 хлопчикiв.
Розв’язання. За умовою n = 100, p = 0, 51, q = 1− p = 0, 49.
а) Викорисаємо локальну теорему Муавра-Лапласа:

Pn(k) ≈ 1
√
npq

ϕ(x), x =
k − np
√
npq

.

Обчислимо значення x при k = 50:

x =
50− 100 · 0, 51√
100 · 0, 51 · 0, 49

≈ −0, 20.
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За таблицею знайдемо значення функцiї ϕ(−0, 20) = ϕ(0, 20) = 0, 3910. Тодi

P100(50) ≈ 0, 3910√
100 · 0, 51 · 0, 49

= 0, 0782.

б) k1 = 45, k2 = 55. Використаємо iнтегральну теорему Муавра-Лапласа:

Pn(k1 ≤ k ≤ k2) ≈ Φ(x2)− Φ(x1), x1 =
k1 − np√
npq

, x2 =
k2 − np√
npq

.

Обчислимо значення x1 i x2:

x1 =
45− 100 · 0, 51√
100 · 0, 51 · 0, 49

≈ −1, 20; x2 =
55− 100 · 0, 51√
100 · 0, 51 · 0, 49

≈ 0, 80.

За таблицею знайдемо значення функцiї

Φ(−1, 20) = −Φ(1, 20) = −0, 3849; Φ(0, 80) = 0, 2881.

Тодi
P100(45 ≤ k ≤ 55) = 0, 2881− (−0, 3849) = 0, 2881 + 0, 3849 = 0, 673.

в) В цьому випадку k1 = 60, k2 = 100. Аналогiчно до попереднього випадку
використаємо iнтегральну теорему Муавра-Лапласа. Обчислимо:

x1 =
60− 100 · 0, 51√
100 · 0, 51 · 0, 49

≈ 1, 80; x2 =
100− 100 · 0, 51√
100 · 0, 51 · 0, 49

≈ 9, 80.

За таблицею знайдемо значення функцiї

Φ(1, 80) = 0, 4641; Φ(9, 80) = 0, 5, оскiльки 9, 8 > 4.

Тодi
P100(k ≥ 60) = 0, 5− 0, 4641 = 0, 0359.

Вiдповiдь: а) 0,0782; б) 0,673; в) 0,0359.

Приклад 4.3. Ймовiрнiсть появи подiї A в кожному з незалежних випробувань
дорiвнює 0, 9. Скiльки необхiдно провести випробувань, щоб з ймовiрнiстю 0,98 мо-
жна було очiкувати, що подiя A вiдбудеться не менше нiж в 150 випробуваннях?

Розв’язання. За умовою p = 0, 9; q = 1 − p = 0, 1; k1 = 150; k2 = n; Pn(150 ≤ k ≤
n) = 0, 98.

За iнтегральною теоремою Муавра-Лапласа:

Pn(150 ≤ k ≤ n) ≈ Φ(x2)− Φ(x1) = Φ

(
k2 − np√
npq

)
− Φ

(
k1 − np√
npq

)
.

Пiдставляючи вiдомi величини, отримуємо:

0, 98 = Φ

(
n− 0, 9n√

0, 09n

)
− Φ

(
150− 0, 9n√

0, 09n

)
,

0, 98 = Φ

(√
n

3

)
− Φ

(
150− 0, 9n

0, 3
√
n

)
.

Очевидно, що n > 150, тому
√
n

3
> 4, 08. Оскiльки функцiя Лапласа зростаюча i

Φ(4) ≈ 0, 5, то можна вважати, що Φ
(√

n
3

)
= 0, 5. Отже,

0, 98 = 0, 5− Φ

(
150− 0, 9n

0, 3
√
n

)
;
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Φ

(
150− 0, 9n

0, 3
√
n

)
= −0, 48;

Φ

(
−150− 0, 9n

0, 3
√
n

)
= 0, 48.

За таблицею значень функцiї Лапласа знайдемо Φ(2, 06) = 0, 48. Отже,

−150− 0, 9n

0, 3
√
n

= 2, 06;

150− 0, 9n = −0, 618
√
n;

0, 9n− 0, 618
√
n− 150 = 0,

D = (0, 6182) + 4 · 0, 9 · 150 = 540, 3819;

√
n =

0, 618 +
√

540, 3819

1, 8
≈ 13, 26;

n ≈ 176.

Вiдповiдь: 176.

Приклад 4.4. Ймовiрнiсть попадання в муху на льоту з рогатки при одному
пострiлi дорiвнює 0, 006. Зроблено 1000 пострiлiв. Знайти ймовiрнiсть того, що буде
вбито: а) 3 мухи; б) не менше 3 мух.

Розв’язання. Застосуємо теорему Пуассона (оскiльки n = 1000 досить вилике, а
p = 0, 006 близьке до 0)

Pn(k) ≈ λke−λ

k!
, де λ = np.

Маємо λ = 1000 · 0, 006 = 6.
а) Ймовiрнiсть того, що буде вбито 3 мухи дорiвнює:

P1000(3) ≈ 63 · e−6

3!
= 0, 089235.

б) Обчислимо ймовiрнiсть того, що буде вбито менше 3 мух:

P1000(0 ≤ k < 3) = P1000(0) + P1000(1) + P1000(2) =
60 · e−6

0!
+

61 · e−6

1!
+

62 · e−6

2!
=

= 0, 002479 + 0, 0148725 + 0, 044618 = 0, 06197.

Тодi ймовiрнiсть протилежної подiї, яка полягає в тому, що буде вбито не менше 3
мух дорiвнює:

P1000(k ≥ 3) = 1− P1000(0 ≤ k < 3) = 1− 0, 06197 = 0, 93803.

Вiдповiдь: а) 0,089235; б) 0,93803.

Приклад 4.5. Ймовiрнiсть появи деякої подiї A в кожному з незалежних ви-
пробувань дорiвнює 0, 6. Знайти кiлькiсть випробувань, при якiй з ймовiрнiстю 0, 8

можна було б очiкувати, що вiдносна частота появи подiї вiдхилиться вiд її ймовiр-
ностi за абсолютною величиною не бiльше, нiж на 0, 03.

Розв’язання. За умовою p = 0, 6; q = 1− p = 0, 4; ε = 0, 03;

P
{∣∣∣m
n
− 0, 6

∣∣∣ ≤ 0, 03
}

= 0, 8.
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Використаємо формулу:

P
{∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ ≤ ε

}
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
.

За умовою

2Φ

(
0, 03

√
n

0, 6 · 0, 4

)
= 0, 8;

Φ(0, 0612
√
n) = 0, 4.

За таблицею значень функцiї Φ(x) знайдемо Φ(1, 28) = 0, 4. Отже,

0, 0612
√
n = 1, 28;

√
n = 20, 9; n = 437.

Вiдповiдь: 437.

Приклад 4.6. Ймовiрнiсть вигращу в лотерею на один квиток дорiвнює 0, 2.
Куплено 20 квиткiв. Знайти найбiльш ймовiрну кiлькiсть виграшних квиткiв та вiд-
повiдну ймовiрнiсть.

Розв’язання. Позначимо найбiльш ймовiрну кiлькiсть виграшних квиткiв k0. Тодi
має мiсце нерiвнiсть

np− p ≤ k0 ≤ np+ q,

де q = 1− p = 0, 8.

4− 0, 2 ≤ k0 ≤ 4 + 0, 8;

3, 8 ≤ k0 ≤ 4, 8.

Оскiльки k0 — цiле число, то з останньої нерiвностi маємо k0 = 4. Вiдповiдну ймо-
вiрнiсть P20(4) обчислимо за допомогою локальної теореми Муавра-Лапласа:

Pn(k) ≈ 1
√
npq
· ϕ(x), де ϕ(x) =

e−
x2

2

√
2π
, x =

k − np
√
npq

.

Маємо:
x =

4− 4√
3, 2

= 0, ϕ(0) = 0, 3989;

P20(4) =
0, 3989√

3, 2
= 0, 22299.

Вiдповiдь: 4; P20(4) = 0, 22299.
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6. Ряд розподiлу, функцiя розподiлу та числовi
характеристики дискретної випадкової величини

Випадковою величиною, пов’язаною з даним ймовiрнiсним експериментом, на-
зивається величина, яка при кожному здiйсненнi цього експерименту приймає те чи
iнше числове значення, причому заздалегiдь невiдомо, яке саме.

Випадкова величина називається дискретною, якщо множина її можливих зна-
чень є скiнченною або зчисленною множиною.

Законом розподiлу виподкової величини називається довiльна вiдповiднiсть, що
встановлює зв’язок мiж можливими значеннями випадкової величини та вiдповiдни-
ми їм ймовiрностями.

У випадку дискретної випадкової величини закон розподiлу найзручнiше опису-
вати за допомогою ряду розподiлу — таблицi, де вказано всi можливi значення цiєї
випадкової величини та вiдповiднi їм ймовiрностi:

X x1 x2 ... xn ...
P{X = xi} p1 p2 ... pn ...

причому
∑
i

pi = 1.

Функцiєю розподiлу випадкової величини X називається функцiя F (x), значення
якої дорiвнює ймовiрностi того, що випадкова величина прийме значення, яке менше
x, тобто

F (x) = P{X < x}.
Властивостi функцiї розподiлу:
1. lim

x→−∞
F (x) = 0; lim

x→+∞
F (x) = 1.

2. F (x) — неспадна функцiя, тобто F (x1) ≥ F (x2), якщо x1 > x2.
3. F (x) — неперервна злiва.

Числовi характеристики дискретних випадкових величин
1. Математичним сподiванням дискретної випадкової величини X, яка набуває

значень xi з ймовiрностями pi називається число

M [X] =
∑
i

xipi.

Властивостi математичного сподiвання:
1. M [C] = C, C = const.
2. M [CX] = CM [X].
3. M [X1 +X2 + ...+Xn] = M [X1] +M [X2] + ...M [Xn], Xi — випадковi величини.
4. M [X1X2...Xn] = M [X1] ·M [X2] · ... ·M [Xn], Xi — незалежнi випадковi величини.
2. Дисперсiєю випадкової велчини X називають математичне сподiвання квадрата

вiдхилення випадкової величини вiд її математичного сподiвання:

D[X] = M [X −M [X]]2.

Для дискретної випадкової величини при обчисленнi дисперсiї використовують фор-
мули:

D[X] =
∑
i

(xi −M [X])2pi,

D[X] =
∑
i

x2
i pi − (M [X])2.

Властивостi дисперсiї:
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1. D[C] = 0, C = const.
2. D[CX] = C2D[X].
3. D[X1 +X2 + ...+Xn] = D[X1] +D[X2] + ...+D[Xn], Xi — незалежнi випадковi

величини.
3. Середнiм квадратичним вiдхиленням випадкової величини X називають число

σ =
√
D[X].

Дисперсiя та середнє квадратичне вiдхилення характеризують ступiнь розсiяння
значень випадкової величини навколо її математичного сподiвання.

Модою дискретної випадкової величини називається найбiльш ймовiрне її значен-
ня. Розподiл називається унiмодальним, якщо вiн має єдину моду (бiномiальний, по-
казниковий та iн.). Розподiл називається полiмодальним, якщо вiн має бiльше однiює
моди (рiвномiрний та iн.).

Медiаною випадкової величини називається таке число Me(X), для якого вико-
нується умова: P{X < Me(X)} = P{X > Me(X)}.

Набiльш важливi розподiли дискретних випадкових величин
1. Рiвномiрний розподiл — це розподiл випадкової величини X , яка приймає n

рiзних значень з ймовiрностями 1
n
.

M [X] =
n+ 1

2
; D[X] =

n2 − 1

12
.

2. Бiномiальний розподiл — це розподiл випадкової величини X , яка приймає
значення k ∈ {0, 1, 2, ..., n} з iмовiрностями pk = Ck

np
kqn−k, де q = 1− p.

Бiномiальний розподiл має випадкова величина, яка дорiвнює кiлькостi ”успiхiв”
у серiї з n незалежних випробувань у кожному з яких ”успiх” вiдбувається з ймовiр-
нiстю p.

M [X] = np, D[X] = npq.

3. Показниковий розподiл — це розподiл випадкової величини X, яка приймає
значення k ∈ {0, 1, 2, ..., n, ...} з ймовiрностями pk = λk

k!
e−λ, де λ = np.

M [X] = λ, D[X] = λ.

4. Геометричний розподiл — це розподiл випадкової величини X, яка приймає
значення k ∈ {1, 2, ..., n, ...} з ймовiрностями pk = pqk−1, де q = 1− p.

Геометритчний розподiл має випадкова величина, яка дорiвнює кiлькостi спроб
до першого ”успiху” у серiї незалежних випробувань у кожному з яких ймовiрнiсть
успiху дорiвнює p.

M [X] =
1

p
, D[X] =

1− p
p2

.

5. Гiпергеометричний розподiл — це розподiл випадкової величини X, яка при-
ймає значення k ∈ {1, 2, ...,m} з ймовiрностями pk =

CknC
m−k
N−n

CmN
, де n ≥ m, N ≥ n.

Приклад 6.1. В партiї з семи деталей є чотири стандартнi. Випадковим чином
вiдiбранi три деталi. Скласти закон розподiлу дискртеної випадкової величини X —
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числа стандартних деталей серед вiдiбраних. Знайти функцiю розподiлу та числовi
характеристики випадкової величини X.

Розв’язання. Очевидно, що випадкова величина X може набувати значень

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3.

Обчислимо ймовiрностi можливих значень випадкової величини X:

p0 = P{X = 0} =
C0

4C
3
3

C3
7

= 1 · 1 · 3!4!

7!
=

1 · 2 · 3
5 · 6 · 7

=
1

35
;

p1 = P{X = 1} =
C1

4C
2
3

C3
7

=
4!

1!3!
· 3!

2!1!
· 3!4!

7!
=

12

35
;

p2 = P{X = 2} =
C2

4C
1
3

C3
7

=
4!

2!2!
· 3!

1!2!
· 3!4!

7!
=

18

35
;

p3 = P{X = 3} =
C3

4C
0
3

C3
7

=
4!

3!1!
· 1 · 3!4!

7!
=

4

35
.

Отже, шуканий закон розподiлу:
X 0 1 2 3

P 1
35

12
35

18
35

4
35

Для контролю обчислимо суму ймовiрностей
3∑
i=0

pi =
1

35
+

12

35
+

18

35
+

4

35
= 1.

Зауважимо, що дана випадкова величина має гiпергеометричний розподiл.
Запишемо функцiю розподiлу випадкової величини X:

F (x) =


0 при x ≤ 0,
1
35

при 0 < x ≤ 1,
1
35

+ 12
35

при 1 < x ≤ 2,
1
35

+ 12
35

+ 18
35

при 2 < x ≤ 3,
1
35

+ 12
35

+ 18
35

+ 4
35

при x > 3.

=


0 при x ≤ 0,
1
35

при 0 < x ≤ 1,
13
35

при 1 < x ≤ 2,
31
35

при 2 < x ≤ 3,

1 при x > 3.

Обчислимо числовi характеристики випадкової величини X.
Математичне сподiвання:

M [X] =
3∑
i=0

xipi = 0 · 1

35
+ 1 · 12

35
+ 2 · 18

35
+ 3 · 4

35
=

60

35
=

12

7
.

Дисперсiя:

D[X] =
3∑
i=0

x2
i pi− (M [X])2 = 0 · 1

35
+ 1 · 12

35
+ 4 · 18

35
+ 9 · 4

35
−
(

12

7

)2

=
120

35
− 144

49
=

24

49
.

Середнє квадратичне вiдхилення:

σ =
√
D[X] =

√
24

49
=

2
√

6

7
.
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7. Функцiя розподiлу, щiльнiсть розподiлу,
числовi характеристики неперервної випадкової величини

Випадкова величина називається неперервною, якщо її функцiя розподiлу є не-
перервною функцiєю.

Якщо X — неперервна випадкова величина, то ймовiрнiсть того, що X набуде
деякого свого конкретного значення дорiвнює 0 (P{X = x0} = 0).

Найпоширенiшим способом задання розподiлу неперервної випадкової величини
є задання її функцiї розподiлу F (x).

Тодi для будь-якого промiжку < a, b > можна обчислити ймовiрнiсть

P{X ∈< a, b >} = F (b)− F (a).

Випадкова величина X називається абсолютно неперервною, якщо iснує така
функцiя f(x), для якої має мiсце рiвнiсть

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt.

При цьому функцiя f(x) називається щiльнiстю розподiлу випадкової величини
X (або диференцiальною функцiєю розподiлу).

Очевидно, що
F ′(x) = f(x)

в кожнiй точцi неперервностi функцiї f(x).
Властивостi функцiї щiльностi:
1) f(x) ≥ 0;

2)
+∞∫
−∞

f(x)dx = 1 (характеристична властивiсть функцiї щiльностi);

3) площа фiгури, обмеженої графiком функцiї y = f(x), та вiссю Ox дорiвнює 1

(геометрична властивоiсть функцiї щiльностi);

4) P{X ∈< a, b >} =
b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Числовi характеристики неперервних випадкових величин
1. Математичне сподiвання:

M [X] =

+∞∫
−∞

xf(x)dx.

2. Дисперсiя:

D[X] =

+∞∫
−∞

(x−M [X])2f(x)dx;

D[X] =

+∞∫
−∞

x2f(x)dx− (M [X])2.

3. Середнє квадратичне вiдхилення:

σ =
√
D[X].
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Набiльш важливi розподiли дискретних випадкових величин
1. Розподiл випадкової величини X називається рiвномiрним на вiдрiзку [a, b],

якщо його щiльнiсть має вид:

f(x) =

{
0, при x /∈ [a; b],

1
b−a , при x ∈ [a; b].

Функцiя розподiлу рiвномiрно розподiленої випадкової величини має вид:

F (x) =


0, при x ≤ a,
x−a
b−a , при a < x ≤ b,

1, при x > b.

Графiки щiльностi та функцiї розподiлу рiвномiрно розподiленої випадкової ве-
личини зображенi на мал.

Числовi характеристики рiвномiрного розподiлу:

M [X] =
a+ b

2
; D[X] =

(b− a)2

12
.

2. Розподiл випадкової величини X називається нормальним з параметрами a, σ,
якщо його щiльнiсть має вид:

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 .

Графiк функцiї щiльностi нормального розподiлу при a = 0, σ = 1 має вид:
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Функцiя розподiлу нормально розподiленої випадкової величини має вид:

F (x) =
1

σ
√

2π

x∫
−∞

e−
(t−a)2

2σ2 dt.

При a = 0, σ = 1 функцiєю нормального розподiлу є функцiя Лапласа:

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt,

значення якої табульованi.
Функцiї F (x) i Φ(x) пов’язанi спiввiдношенням:

F (x) = 0, 5 + Φ

(
x− a
σ

)
.

Графiк функцiї Φ(x) має вид:

Ймовiрнiсть того, що нормально розподiлена випадкова величина X набуде зна-
чення, яке належить вiдрiзку [α; β] дорiвнює

P{X ∈ [α; β]} = Φ

(
β − a
σ

)
− Φ

(
α− a
σ

)
.
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Ймовiрнiсть того, що нормально розподiлена випадкова величина X набуде зна-
чення, яке належить вiдрiзку [a− δ; a+ δ] дорiвнює

P{|X − a| ≤ δ} = 2Φ

(
δ

σ

)
.

Наслiдками останньої формули є наступнi спiввiдношення:

P{|X − a| ≤ σ} = 0, 6827;

P{|X − a| ≤ 2σ} = 0, 9545;

P{|X − a| ≤ 3σ} = 0, 9973.

Остання формула виражає правило трьох сiгм: ймовiрнiсть того, що нормально роз-
подiлена випадкова величина набуде значення з вiдрiзку [a − 3σ; a + 3σ] допiвнює
0,9973.

Числовi характеристики нормального розподiлу:

M [X] = a; D[X] = σ2.

3. Розподiл випадкової величини X називається експоненцiйним (показниковим)
з параметром a > 0, якщо його щiльнiсть має вид:

f(x) =

{
0, при x < 0

ae−ax, при x ≥ 0.

Функцiя розподiлу випадкової величини з експоненцiйним розподiлом має вид:

F (x) =

{
0, при x < 0

1− e−ax, при x ≥ 0.

Графiк функцiї щiльностi експоненцiйного розподiлу має вид:

Числовi характеристики експоненцiйного розподiлу:

M [X] =
1

a
; D[X] =

1

a2
.

Приклад 7.1. За щiльнiстю розподiлу неперервної випадкової величини визна-
чити невiдомий коефiцiєнт a, знайти функцiю розподiлу, числовi характеристики та
ймовiрнiсть попадання в iнтервал

(
−π

2
;−π

4

)
.

f(x) =


0, якщо x ≤ −π

2
,

a sinx, якщо −π
2
< x ≤ 0,

0, якщо x > 0.
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Розв’язання. 1. За властивiстю функцiї щiльностi маємо:

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1.

+∞∫
−∞

f(x)dx =
0∫
−π

2

a sinxdx = −a cosx|0−π
2

=

= −a(cos 0− cos
(
−π

2

)
) = −a(1− 0) = −a.

Оскiльки
+∞∫
−∞

f(x)dx = 1, то −a = 1 i a = −1.

2. Знайдемо функцiю розподiлу F (x) випадкової величини. Як вiдомо, F ′(x) =

f(x). Тому

F (x) =


0 якщо x ≤ −π

2
,

−a cosx+ C, якщо −π
2
< x ≤ 0,

1 якщо x > 0.

=


0 якщо x ≤ −π

2
,

cosx+ C, якщо −π
2
< x ≤ 0,

1 якщо x > 0.

Разом з цим F
(
−π

2

)
= 0. Тому

cos
(
−π

2

)
+ C = 0, C = 0.

Отже,

F (x) =


0 якщо x ≤ −π

2
,

cosx, якщо −π
2
< x ≤ 0,

1 якщо x > 0.

3. Числовi характеристики.
Математичне сподiвання:

M [X] =
+∞∫
−∞

xf(x)dx =
0∫
−π

2

x sinxdx =

=
0∫
−π

2

xd cosx =

[
x cosx|0−π

2
−

0∫
−π

2

cosxdx

]
=

= [x cosx− sinx]|0−π
2

= (0 cos 0− sin 0)−
(
−π

2
cos
(
−π

2

)
− sin

(
−π

2

))
= −1.

Отже, M [X] = −1

Дисперсiя.
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D[X] = M [(X −M [X])2] = M [X2]−M2[X] =

=
+∞∫
−∞

x2f(x)dx− (−1)2 =
0∫
−π

2

x2 · (−1) · sinxdx− 1 =

=
0∫
−π

2

x2d cosx− 1 = x2 cosx|0−π
2
−

0∫
−π

2

cosxdx2 − 1 =

= 0−
(
π
2

)2
cos
(
−π

2

)
− 1− 2

0∫
−π

2

x cosxdx =

= −1− 2
0∫
−π

2

xd sinx = −1− 2(x sinx|0−π
2
−

0∫
−π

2

sinxdx =

= −1− 2(0−
(
−π

2

)
sin
(
−π

2

)
+ cosx|0−π

2
) =

= −1− 2
(
−π

2
+ cos 0− cos

(
−π

2

))
= −1 + π − 2 = π − 3.

Середнє квадратичне вiдхилення.

σ =
√
D[X] =

√
π − 3.

4. Обчислимо ймовiрнiсть того, що випадкова величина X прийме значення з
iнтервалу

(
−π

2
;−π

4

)
:

P
{
X ∈

(
−π

2
;−π

4

)}
= F

(
−π

4

)
− F

(
−π

2

)
= cos

(
−π

4

)
− 0 =

√
2

2
.
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8. Нормальний закон розподiлу ймовiрностей.
Граничнi теореми теорiї ймовiрностей

Граничнi теореми теорiї ймовiрностей можна умовна розбити на два класи: закони
великих чисел та центральнi граничнi теореми.

Закони великих чисел математично описують стiйкiсть середнiх значень масових
випадкових явищ.

Теорема 1 (Я. Бернуллi). Нехай k — кiлькiсть появ подiї A в серiї з n незале-
жних випробувань, у кожному з яких подiя вiдбувається з ймовiнiстю p. Тодi для
довiльного ε > 0:

lim
n→∞

P
{∣∣∣∣kn − p

∣∣∣∣ < ε

}
= 1

Теорема 2 (П.Л.Чебишов). Нехай {Xk} – послiдовнiсть попарно незалежних
випадкових величин зi скiнченними математичними сподiваннями M [Xk] i обме-
женими дисперсiями D[Xk] ≤ c0. Тодi для довiльного ε > 0:

lim
n→∞

P
{∣∣∣∣X1 +X2 + ...+Xn

n
− M [X1] +M [X2] + ...+M [Xn]

n

∣∣∣∣ < ε

}
= 1.

Нерiвнiсть Чебишова. Нехай X — довiльна випадкова величина з дисперсiєю
D[X] та математичним сподiванням M [X]. Тодi для довiльного ε > 0:

P{|X −M [X]| < ε} ≥ 1− D[x]

ε2
.

Нерiвнiсть Чебишова можна записати також у формi:

P{|X −M [X]| ≥ ε} < D[x]

ε2
.

Теорема 3 (центральна гранична теорема). Нехай Xk — однаково розпо-
дiленi випадковi величини з математичним сподiванням M [Xk] = a i дисперсiєю
D[X] = σ2. Тодi при великому n розподiл суми X = X1 + X2 + ... + Xn близький до
нормального розподiлу.

Якщо результуюча випадкова величина має математичне сподiвання M [X] i дис-
персiю D[X], то з теореми 3 випливає, що

P{a ≤ X ≤ b} ≈ Φ

(
b−M [X]√

D[X]

)
− Φ

(
a−M [X]√

D[X]

)
;

P{M [X]− δ ≤ X ≤M [X] + δ} ≈ 2Φ

(
δ√
D[X]

)
;

P
{
k

n
− δ ≤ X ≤ k

n
+ δ

}
≈ 2Φ

(
δ

√
n

p(1− p)

)
.

Приклад 8.1. Вiдомо, що 10% продукцiї заводу бракована. Для перевiрки вiдi-
брано 900 одиниць продукцiї. X — кiлькiсть бракованих виробiв у вiдiбранiй патiї.
Вказати межi, в якi попадає випадкова величина X з ймовiрнiстю 0,9.
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Розв’язання. Кiлькiсть бракованих виробiв є випадковою величиною X = X1 +

X2 + ...+X900, де X1, ..., X900 — незалежнi однаково розподiленi випадковi величини,
кожна з яких приймає значення 0 та 1 з ймовiрностями 0,9 та 0,1 вiдповiдно.

Згiдно з центральною граничною теоермою, можна вважати, що випадкова вели-
чина X має розподiл, який близький до нормального.

За умовою: p = 0, 1, n = 900. Тодi

P
{∣∣∣∣ X900

− 0, 1

∣∣∣∣ < δ

}
≈ 2Φ

(√
900

0, 9 · 0, 1

)
= 0, 9.

Отже, Φ(100δ) = 0, 45. За таблицею значень функцiї Лапласа знаходимо Φ(1, 65) =

0, 45. Звiдси 100δ = 1, 65 i δ = 0, 0165. Отже, з ймовiрнiстю 0,9 буде виконуватись
умова

∣∣ X
900
− 0, 1

∣∣ < 0, 0165, що рiвносильно тому, що випадкова величина попаде в
iнтервал (75; 105) з ймовiрнiстю 0, 9.

9. Система двох дискретних випадкових величин

Двовимiрною називають випадкову величину (X, Y ), значеннями якої є пари чи-
сел (x, y). Складовi X i Y , якi розглядаються одночасно утворюють систему випад-
кових величин.

Функцiю розподiлу двовимiрної випадкової величини називають функцiю F (x, y),
яка для кожної пари дiйсних чисел (x, y) визначає ймовiрнiсть того, що випадкова
величина X приймк значення не бiльшi x, i при цьому випадкова величина Y прийме
значення, не бiльшi y:

F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y}.
Властивостi функцiї розподiлу:
1. Знайчення функцiї розподiлу задовольняють подвiйну нерiвнiсть:

0 ≤ F (x, y) ≤ 1.

2. Функцiя розподiлу є неспадною фукнцiєю по кожнiй iз змiнних

F (x2, y) ≥ F (x1, y), якщо x2 > x1,

F (x, y2) ≥ F (x, y1), якщо y2 > y1.

3. Мають мiсце наступнi наступнi граничнi спiввiдношення:

F (−∞, y) = 0, F (x,−∞) = 0,

F (−∞,−∞) = 0, F (∞,∞) = 1.

4. 1) При y = ∞ функцiя розподiлу системи (X, Y ) перетворюється у функцiю
розподiлу випадкової величини X:

F (x,∞)FX(x).

2) При x = ∞ функцiя розподiлу системи (X, Y ) перетворюється у функцiю
розподiлу випадкової величини Y :

F (∞, y) = FY (y).
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Використовуючи функцiю розподiлу, можна знайит ймовiрнiсть:

P{a < X < b, c < Y < d} = F (b, d) + F (a, c)− F (a, d)− F (b, c).

Двовимiрнi дискретнi випадковi величини:
Двовимiрна випадкова величина (X, Y ) називається дискретною, якщо випадковi

величини X та Y є дискретними.
В цьому випадку двовимiрну випадкову величину зручно задавати у виглядi та-

блицi:
X\Y y1 y2 ... yn

x1 p11 p12 ... p1n

x2 p21 p22 ... p2n

... ... ... ... ...

xm pm1 pm2 ... pmn

де pij = P{X = xi, Y = yj}. При цьому
m∑
i=1

n∑
j=1

pij = 1.

Функцiя розподiлу дискретної двовимiрної випадкової величини має вид

F (x, y) =
∑

(i,j):

 xi < x,

yj < y

pij.

Безумовнi закони розподiлу випадкових величин X i Y можна визначити за фор-
мулами:

P{X = xi} = pi1 + pi2 + ...+ pin,

P{Y = yj} = p1j + p2j + ...+ pmj.

Для обчилення числових характеристик випадкових величин X i Y можна вико-
ристовувати їх безумовнi розподiли.

Умовнi закони розподiлу можна визначити за формулами:

P{X = xi|Y = yj} =
pij

p1j + p2j + ...+ pmj
;

P{Y = yj|X = xi} =
pij

pi1 + pi2 + ...+ pin
.

Коефiцiєнтом кореляцiї системи двох дискретних випадкових величин називає-
ться число

rXY =

∑
i,j

xiyjpij −M [X]M [Y ]

σXσY
.

Для довiльних випадкових величин

−1 ≤ rXY ≤ 1.

Чим ближче |rXY | до 1, тим сильнiший рiвень залежностi мiж X та Y . Якщо rXY = 0,
то випадковi величини є незалежними (некорельованими).

Двовимiрнi неперервнi випадковi величини:
Двовимiрна випадкова величина (X, Y ) називається неперервною, якщо випадковi

величини X та Y є неперервними.
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Двовимiрною щiльнiстю розподiлу неперервної двовимiрної випадкової величини
називається друга мiшана похiдна вiд функцiї розподiлу:

f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
.

Знаючи щiльнiсть розподiлу можна знайти функцiю розподiлу за формулою:

F (x, y) =

y∫
−∞

x∫
−∞

f(x, y)dxdy.

Ймовiрнiсть попадання випадкової величини (X, Y ) в область D визначається за
формулою:

P{(X, Y ) ∈ D} =

∫ ∫
D

f(x, y)dxdy.

Властивостi двовимiрної щiльностi розподiлу:
1. f(x, y) ≥ 0.

2.

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)dxdy = 1.

Щiльнiсть розподiлу складової X має вид:

fX(x) =

∞∫
−∞

f(x, y)dy.

Щiльнiсть розподiлу складової Y має вид:

fY (y) =

∞∫
−∞

f(x, y)dx.

Умовна щiльнiсть розподiлу складової X має вид:

ϕ(x|y) =
f(x, y)

fY (y)
.

Умовна щiльнiсть розподiлу складової Y має вид:

ψ(y|x) =
f(x, y)

fX(x)
.

Якщо умовнi щiльностi розподiлу X i Y спiвпадають з безумовними, то такi ве-
личини незалежнi.

Знаючи щiльностi розподiлу fX(x) i fY (y), можна знайти їх числовi характери-
стики (математичне сподiвання та дисперсiю).

Iнодi зручнiше використовувати формули, якi мiстять двовимiрну щiльнiсть роз-
подiлу (подвiйнi iнтеграли при цьому беруиться по областi можливих значень):

M [X] =

∫ ∫
xf(x, y)dxdy, M [Y ] =

∫ ∫
yf(x, y)dxdy;

D[X] =

∫ ∫
(x−M [X])2f(x, y)dxdy =

∫ ∫
x2f(x, y)dxdy − (M [X])2;
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D[Y ] =

∫ ∫
(y −M [Y ])2f(x, y)dxdy =

∫ ∫
y2f(x, y)dxdy − (M [Y ])2.

Коефiцiєнт коерляцiї для неперервних випадкових величин може бути знайдений
по формулi:

rXY =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xyf(x, y)dxdy −M [X]M [Y ]

σXσY
=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(x−M [X])(y −M [Y ])f(x, y)dxdy

σXσY
.

Приклад 9.1. Закон розподiлу системи двох дискретних випадкових величин
(X;Y ) заданий таблицею.

X\Y 1 2 3 4

0 0 0 0 0, 1

1 0, 3 0, 2 0, 1 0

2 0, 1 0, 1 0, 1 0

1) Знайдiть безумовнi розподiли складових X i Y та їх числовi характеристики:
M(X), D(X), σX , M(Y ), D(Y ), σY .

2) Обчислiть коефiцiєнт кореляцiї rXY .
3) Побудуйте умовнi закони розподiлу X|Y = 3 i Y |X = 1.
Розв’язання. Безумовний законт розподiлу X:
X 0 1 2

P 0, 1 0, 6 0, 3
Безумовний законт розподiлу Y :
Y 1 2 3 4

P 0, 4 0, 3 0, 2 0, 1
Математичне сподiвання X:

M [X] =
3∑
i=1

xipi = 0 + 0, 6 + 0, 6 = 1, 2.

Дисперсiя X:

D[X] =
3∑
i=1

x2
i pi − (M [X])2 = 0 + 0, 6 + 1, 2− 1, 44 = 0, 36.

Середнє квадратичне вiдхилення X:

σX =
√
D[X] =

√
0, 36 = 0, 6.

Математичне сподiвання Y :

M [Y ] =
4∑
i=1

yipi = 0, 4 + 0, 6 + 0, 6 + 0, 4 = 2.

Дисперсiя Y :

D[Y ] =
4∑
i=1

y2
i pi − (M [Y ])2 = 0, 4 + 1, 2 + 1, 8 + 1, 6− 4 = 1.

Середнє квадратичне вiдхилення Y :

σY =
√
D[Y ] =

√
1 = 1.
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Коефiцiєнтом кореляцiї:

rXY =

∑
i,j

xiyjpij −M [X]M [Y ]

σXσY
;

∑
i,j

xiyjpij = 0 + 0 + 0 + 0 + 0, 3 + 0, 4 + 0, 3 + 0 + 0, 2 + 0, 4 + 0, 6 + 0 = 2, 2;

rXY =
2, 2− 1, 2 · 2

0, 6 · 1
=
−0, 2

0, 6
= −1

3
.

Побудуємо умовнi закони розподiлу X|Y = 3.
X|Y = 3 0 1 2

P 0 0, 5 0, 5

p1 =
0

0, 2
= 0, p2 =

0, 1

0, 2
= 0, 5; p3 =

0, 1

0, 2
= 0, 5.

Побудуємо умовнi закони розподiлу Y |X = 1.
Y |X = 1 1 2 3 4

P 1
2

1
3

1
6

0

p1 =
0, 3

0, 6
=

1

2
; p2 =

0, 2

0, 6
=

1

3
; p3 =

0, 1

0, 6
=

1

6
; p4 =

0

0, 6
= 0.

Приклад 9.2. За законом розподiлу системи двох випадкових величин (X, Y )

знайти умовнi закони розподiлу та числовi характеристики двовимiрного розподiлу.

f(x, y) =

{
6e−(2x+3y), якщо x > 0, y > 0,

0, якщо x < 0 або y < 0.

Розв’язання. Знайдемо щiльнiсть розподiлу X.

fX(x) =
+∞∫
−∞

f(x, y)dy =

=

 6
+∞∫
0

e−(2x+3y)dy, x > 0,

0, x < 0,

=

{
−6e−2x · 1

3
e−3y

∣∣+∞
0

, x > 0,

0, x < 0,

=

{
0 + 2e−2xe0, x > 0,

0, x < 0,

=

{
2e−2x, x > 0,

0, x < 0.
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Аналогiчно,

fY (y) =
+∞∫
−∞

f(x, y)dx =

=

 6
+∞∫
0

e−(2x+3y)dx, y > 0,

0, y < 0,

=

{
−6e−3y ·

(
−1

2

)
e−2x

∣∣+∞
0

, y > 0,

0, y < 0,

=

{
3e−3y, y > 0,

0, y < 0.

З урахуванням цих спiввiдношень знаходимо умовнi щiльностi розподiлу:

f(x|y) =
f(x, y)

fY (y)
=

{
2e−2x, якщо y > 0, x > 0,

0, якщо x < 0 або y < 0.

f(y|x) =
f(x, y)

fX(x)
=

{
3e−3y, якщо x > 0, y > 0,

0, якщо x < 0 або y < 0.

Оскiльки умовнi щiльностi розподiлу спiвпадають з безумовними i добуток щiль-
ностей розподiлу складових дорiвнює їх сумiснiй щiльностi розподiлу

fX(x) · fY (y) = f(x, y),

то випадовi величини X i Y незалежнi, а отже, некорельованi.
Знайдемо числовi характеристики X:

M [X] =

∞∫
−∞

xfX(x) =

∞∫
0

2xe−2xdx = 2 lim
b→∞

b∫
0

xe−2xdx = 2 ·
(
−1

2

)
lim
b→∞

b∫
0

xd(e−2x) =

= − lim
b→∞

xe−2x|b0 −
b∫

0

e−2xdx

 = − lim
b→∞

(xe−2x +
1

2
e−2x)

∣∣∣∣b
0

=
1

2
.

D[X] =

∞∫
−∞

x2fX(x)− (M [X])2 =

∞∫
0

2x2e−2xdx− 1

4
= 2 lim

b→∞

b∫
0

x2e−2xdx− 1

4
=

= 2·
(
−1

2

)
lim
b→∞

b∫
0

x2d(e−2x)− 1

4
= − lim

b→∞

x2e−2x|b0 − 2

b∫
0

e−2xxdx

− 1

4
= 2· 1

4
− 1

4
=

1

4
.

σX =

√
1

4
=

1

2
.
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10. Елементи математичної статистики

1. Вибiрковий метод. Емпiрична функцiя розподiлу.
Нехай для вивчення кiлькiсної (дискретної або неперервної) ознаки X з генераль-

ної сукупностi утворено вибiрку x1, x2, ..., xn обсягом n елементiв.
Якщо записати елементи у поярдку зростання отримаємо варiацiйний ряд.
Спостережуванi рiзнi значення xi ознаки X називаються варiантами, кiлькiсть

значень однiєї варiанти у вибiрцi — її частотою ni, вiдношення частоти до обсягу
вибiрки — вiдносною частотою або емпiричною ймовiрнiстю.

Емпiричною функцiєю розподiлу називають функцiю

F ∗(x) =
nx
n
,

де nx — кiлькiсть елементiв вибiрки, менших вiд x, n — обсяг вибiрки.
Полiгоном частот називають ламану, що з’єднує точки

(x1, n1), (x2, n2), ..., (xk, nk).

Гiстограмою частот називають ступiнчасту фiгуру, що складається з прямоку-
тникiв, основами яких є iнтервали, а висотами — їх частоти (вiдноснi частоти).

При неперервному розподiлi ознаки X у разi великої кiлькостi спостережень весь
iнтервал, якому належать спостережуванi значення, як правило, розбивають на де-
кiлька частин однакової довжини h i знаходять суми частот варiант, що потрапили
в кожний утворений iнтервал. Для вибору оптимальної довжини iнтервалу викори-
стовують формулу:

h ≈ xmax − xmin

1 + 3, 2 · lg n
.

2. Числовi характеристики вибiрки.

2.1. Вибiркове середнє:

x =

k∑
i=1

xini

n
.

2.2. Вибiркова дисперсiя:

σ2 =

k∑
i=1

(xi − x)2ni

n
=

k∑
i=1

x2
ini

n
− x2.

2.3. Вибiркове середнє квадратичне вiдхилення: σ =
√
σ2.

2.4. Медiаною називається значення середнього елемента варiацiйного ряду.
Якщо обсяг вибiрки n = 2m + 1, то медiаною буде значення елемента з номером

m+ 1.
Якщо n = 2m, то медiаною буде середнє арифметичне елементiв вибiрки з номе-

рами m i m+ 1.
Якщо задано iнтервальний статистичний розподiл вибiрки, то

Me = xMe + h ·

n
2
−

Me−1∑
i=1

ni

nMe

,
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де xMe — нижня межа медiанного iнтервалу; h — довжина медiанного iнтервалу; nMe

— частота медiанного iнтервалу.
2.5. Модою називається варiанта з найбiльшою частотою.
Якщо задано iнтервальний статистичний розподiл вибiрки, то

Mo = xMo + h · nMo − nMo−1

2mMo − nMo−1 − nMo+1

,

де xMo — нижня межа модального iнтервалу; nMo — частота модального iнтерва-
лу; nMo−1 — частота передмодального iнтервалу; nMo+1 — частота пiслямодального
iнтервалу.

3. Статистичнi оцiнки параметрiв розподiлу.

Статистичною оцiнкою θ∗ невiдомого параметра θ теоретичного розподiлу нази-
вається функцiя f(X1, X2, ..., Xn) вiд спостережуваних значень випадкових величин
X1, X2, ..., Xn.

Точковою називають статистичну оцiнку, яка визначається одним числом θ∗ =

f(x1, x2, ..., xn), де x1, x2, ..., xn — результати спостережень над кiлькiсною ознакою
X.

Незмiщеною називають точкову оцiнку θ∗, математичне сподiвання якої дорiвнює
оцiнюваному параметру θ при будь-якому обсязi вибiрки.

Незмiщеною оцiнкою генерального середнього є вибiркове середнє.
Змiщеною оцiнкою генеральної дисперсiї є вибiркова дисперсiя.
Незмiщеною оцiнкою генеральної дисперсiї є виправлена вибiркова дисперсiя

s2 =
n

n− 1
σ2.

Для знаходження точкових оцiнок використовують:
1. Метод моментiв — метод при якому для обчислення невiдомих параметрiв

заданогот розподiлу прирiвнюють вiдповiднi теоретичнi та емпiричнi моменти.
2. Метод найбiльшої парвдоподiбностi полягає в знаходженнi максимуму функцiї

одного або кiлькох оцiнюваних параметрiв.
Iнтервальною називають оцiнку, яка визначається числовим iнтервалом.
Довiрчим називається iнтервал (θ1, θ2), в який iз заданою надiйнiстю γ попадає

значення параметра θ.
1. Iнтервальна оцiнка математичного сподiвання a нормально розподiленої випад-

кової величини X:
x− tγ ·

σ√
n
< a < x+ tγ ·

σ√
n
,

де Φ(tγ) = γ
2
.

2. Iнтрервальна оцiнка середнього квадратичного вiдхилення нормально розподi-
леної випадкової величини X:

s(1− q) < σ < s(1 + q), q < 1;

0 < σ < s(1 + q), q > 1;

де q = q(α, n) — табульована функцiя.
3. Iнтервальна оцiнка невiдомої ймовiрностi p бiномiального розподiлу за вiдно-

сною частотою w:
p1 < p < p2,
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де

p1 =
n

t2γ + n

w +
t2γ
2n
− tγ

√
w(1− w)

n
+

(
t

2n

)2
 ;

p2 =
n

t2γ + n

w +
t2γ
2n

+ tγ

√
w(1− w)

n
+

(
t

2n

)2
 ,

де Φ(tγ) = γ
2
, w = m

n
— вiдносна частота.

4. Елементи теорiї регресiї i кореляцiї.

Вибiрковим рiвнянням прямої лiнiї регресiї Y на X (X i Y — випадковi величини,
що спостережуються) називається рiвняння

y − y = rXY
σY
σX

(x− x),

де x i y — вибiрковi середнi значення випадкових величин X i Y ; σX i σY — вибiрковi
середнi квадратичнi вiдхилення; rXY — вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї.

5. Статистичнi гiпотези. Статистичнi критерiї.

Статистичною називаютоь гiпотезу про вигляд невiдомого розподiлу або про па-
раметри вiдомих розподiлiв.

Нульовою гiпотезою H0 називають висунуту гiпотезу.
Альтернативною (конкуруючою) гiпотезою H1 називають протилежну до нульо-

вої гiпотези.
Похибка першого роду полягає у вiдхиленнi правильної нульової гiпотези внаслi-

док її перевiрки.
Рiвень значущостi α — це ймовiрнiсть похибки першого роду.
Похибка другого роду полягає у прийняттi неправильної нульової гiпотези вна-

слiдок її перевiрки.
Статистичним критерiєм називають випадкову величину K, яка використовує-

ться для перевiрки нульової гiпотези.
Критична область — це сукупнiсть значень критерiю, при яких iвдхиляють ну-

льову гiпотезу.
Область прийняттря гiпотези — сукупнiсть значень критерiю, при якиї прийма-

ють нульову гiпотезу.
Основний принцип перевiрки статистичних гiпотез полянає в наступному: якщо

спостережуване значення критерiю належить критичнi областi, то нульову гiпотезу
вiдхиляють; якщо спостережуване значення критерiю належить областi прийняття
гiпотези, то нульову гiпотезу приймають.

Критичними точками називають тi точки, що вiддiляють критичну область вiд
областi прийняття гiпотези.

Правостороння критична область визначається нерiвнiстю: K > kkp.
Лiвостороння критична область визначається нерiвнiстю: K > kkp.
Двостороння критична область визначається нерiвностями: K < k1, K > k2..
Для визначення критичної областi задають рiвень значущостi α i шукають кри-

тичнi точки з таких спiввiдношень:
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1) для правосторонньої критичної областi: P{K > kkp} = α;
2) для лiвосторонньої критичної областi: P{K < kkp} = α;
3) для двосторонньої (симетричної) критичної областi: P{K < −kkp} = α

2
, P{K >

kkp} = α
2
.

Потужнiстю критерiю називають ймовiрнiсть попадання критерiю в критичну
область при умовi, що правильною є конкуру3юча гiпотеза.

Приклад 10.1. З генеральної сукупностi утворено вибiрку. З рiвнем значущостi
α = 0, 05 перевiрити гiпотезу про нормальний розподiл генеральної сукупностi та
побудувати довiрчий iнтервал для математичного сподiвання генеральної сукупностi.

xi −5 −3 −1 1 3 5 7 9

ni 5 9 13 18 21 18 10 6
Розв’язання.
1. Обсяг вибiрки n =

8∑
i=1

ni = 100. Обчислимо середнє вибiркове значення.

x =
−5 · 5− 3 · 9− 1 · 13 + 1 · 18 + 3 · 21 + 5 · 18 + 7 · 10 + 9 · 6

100
= 2, 3.

Обчислимо вибiркове середнє квадратичне вiдхилення

σ =

√
52 · 5 + 32 · 9 + 1 · 13 + 1 · 18 + 32 · 21 + 52 · 18 + 72 · 10 + 92 · 6

100
− 2, 32 ≈ 3, 64.

2. Визначимо теоретичнi частоти за формулою

n′i =
nh

σ
· ϕ(ui), ui =

xi − x
σ

.

Результати обчислень запишемо в таблицю:
i xi ui ϕ(ui) n′i

(n′i−ni)2
n′i

1 −5 −2, 01 0, 0529 2, 91 1, 50

2 −3 −1, 46 0, 1374 7, 56 0, 27

3 −1 −0, 91 0, 2637 14, 50 0, 16

4 1 −0, 36 0, 3739 20, 56 0, 32

5 3 0, 19 0, 3918 21, 54 0, 01

6 5 0, 74 0, 3034 16, 68 0, 10

7 7 1, 29 0, 1736 9, 55 0, 02

8 9 1, 84 0, 0529 4, 04 0, 95
3. Порвiняємо емпiричнi та теоретичнi частоти. Для цього використаємо критерiй

Пiрсона (критерiй χ2). Обчислимо спостережуване значення критерiю

χ2 =
k∑
i=1

(ni − n′i)2

n′i
= 3, 33.

За таблицею критичних точок розподiлу χ2 при рiвнi значущостi α = 0, 05 i кiль-
костi ступенiв свободи s = k − 2 = 5 знаходимо критичну точку правосторонньої
критичної областi:

χ2
kp(0, 05; 5) = 11, 07.

Оскiльки спостережуване значення менше критичного, то з рiвнем надiйностi 0,95
приймається гiпотеза про нормальний розподiл генеральної сукупностi.
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Побудуємо довiрчий iнтервал для математичного сподiвання генеральної суку-
пностi.

x− tγ ·
σ√
n
< a < x+ tγ ·

σ√
n
,

де Φ(tγ) = γ
2

= 0,95
2

= 0, 475, tγ = 1, 96,

2, 3− 1, 96 · 3, 64√
100

< a < 2, 3 + 1, 96 · 3, 64√
100

;

1, 58656 < a < 3, 01344.

Отже, P{a ∈ (1, 58656; 3, 01344)} = 0, 95.
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ПЕРЕЛIК КОНТРОЛЬНИХ ПИТАНЬ

(1) Дайте означення перестановки, комбiнацiї, розмiщення без повторень та з
повто-реннями.

(2) Запишiть формули для обчислення кiлькостi перестановок, комбiнацiй та
розмiщень.

(3) Перелiчiть властивостi комбiнацiй.
(4) Що називають трикутником Паскаля?
(5) Запишiть формулу бiнома Ньютона.
(6) Сформулюйте полiномiальну теорему.
(7) Що називають випробуванням?
(8) Дайте означення елементарної подiї, простору елементарних подiй.
(9) Що таке випадкова подiя? неможлива подiя? достовiрна подiя?
(10) Сформулюйте класичне означення ймовiрностi.
(11) Сформулюйте геометричне означення ймовiрностi.
(12) Сформулюйте статистичне означення ймовiрностей.
(13) Дайте означення суми, добутку та рiзницi двох подiй.
(14) Яку подiю називають протилежною подiєю?
(15) Якi подiї називають несумiсними.
(16) Сформулюйте теорему додавання для несумiсних подiй.
(17) Якi подiї називають незалежними?
(18) Наведiть приклад системи подiй, незалежних попарно, але залежних в суку-

пностi.
(19) Сформулюйте теорему множення для незалежних подiй.
(20) Дайте означення умовної ймовiрностi.
(21) Сформулюйте теорему множення для умовних ймовiрностей.
(22) Що називають повною групою подiй?
(23) Сформулюйте теорему про формулу повної ймовiрностi.
(24) Запишiть формулу Байєса.
(25) Що розумiють пiд словами "схема Бернуллi"?
(26) Запишiть формулу Бернуллi.
(27) Сформулюйте локальну та iнтегральну теорему Муавра-Лапласа.
(28) Сформулюйте локальну теорему Пуасона.
(29) Сформулюйте закон великих чисел.
(30) Дайте означення випадкової величини.
(31) Яку випадкову величину називають дискретною? неперервною?
(32) Що називають функцiєю розподiлу випадкової величини?
(33) Запишiть формули для обчислення математичного сподiвання дискретної та

неперервної випадкових величин.
(34) Як обчислити дисперсiю та середнє квадратичне вiдхилення випадкової ве-

личини?
(35) Назвiть властивостi числових характеристик випадкових величин.
(36) Опишiть класичнi дискретнi розподiли випадкових величин: бiномiальний

розподiл, розподiл Пуасона, геометричний розподiл,. полiномiальний розпо-
дiл.
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(37) Опишiть класичнi неперервнi розподiли випадкових величин: рiномiрний роз-
подiл, нормальний розподiл, розподiл Кошi, розподiл Хi-квадрат, розподiл
Ст’юдента, розподiл Фiшера.

(38) Яка роль нормального розподiлу в теорiї ймовiрностей?
(39) Сформулюйте центральну граничну теорему.
(40) Дайте означення системи випадкових величин.
(41) Запишiть формули розрахунку числових характеристик системи випадкових

величин.
(42) Що називають лiнiєю регресiї? Як її побудувати?
(43) Що називають генеральною сукупнiстю? вибiркою?
(44) Опишiть способи задання вибiрки.
(45) Що називають варiацiйним рядом?
(46) Якi Ви знаєте середнi значення варiацiйного ряду? Запишiть формули для

їх обчислення.
(47) Як обчислити дисперсiю та стандартне вiдхилення варiацiйного ряду?
(48) Як побудувати емпiричну функцiю розподiлу?
(49) Що називають полiгоном частот i як вiн будується?
(50) Побудуйте гiстограму варiацiйного ряду.
(51) Що називають точковою оцiнкою?
(52) Якi точковi оцiнки називають незмiщеними? змiщеними?
(53) Що називають iнтервальною оцiнкою? довiрчим iнтервалом?
(54) Як розрахувати довiрчi iнтервали для середнiх значень та дисперсiї?
(55) Що називають статистичною гiпотезою?
(56) Що розумiють пiд помилкою 1-го роду? 2-го роду?
(57) Дайте означення статистичного критерiя перевiрки статистичної гiпотези.
(58) Як побудувати критичну область для заданого критерiя?
(59) Наведiть алгоритм перевiрки статистичних гiпотез?
(60) Як перевiрити гiпотезу про вид розподiлу генеральної сукупностi (нормаль-

ний, показниковий, бiномiальний, рiвномiрний, Пуасона)?
(61) Як перевiрити гiпотезу про рiвнiсть двох середнiх?
(62) Як перевiрити гiпотезу про рiвнiсть двох дисперсiй?
(63) Що називають багатовимiрною вибiркою?
(64) Як задати багатовимiрну вибiрку?
(65) Як розрахувати середнi значення багатовимiрної вибiрки?
(66) Як розрахувати стандартнi вiдхилення багатовимiрної вибiрки?
(67) Яка формула для обчислення коефiцiєнтiв кореляцiї та коварiацiї?
(68) Що називають простою лiнiйною вибiрковою регресiйною моделлю?
(69) Як знайти її параметри лiнiйної регресiйної моделi за методом найменших

квадратiв?
(70) Як перевiрити просту лiнiйну регресiйну модель на адекватнiсть?
(71) Як перевiряють статистичну значимiсть параметрiв лiнiйної регресiйної мо-

делi?
(72) Якi iснують нелiнiйнi регресiйнi моделi?
(73) Опишiть методи зведення нелiнiйних моделей до лiнiйних (якщо це можли-

во).
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(74) Дайте означення мiжгрупової та внутрiшньогрупової дисперсiї.
(75) Опишiть загальний метод перевiрки впливу фактора на ознаку способом по-

рiвняння дисперсiй.
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Д О Д А Т К И

Додаток 1. Таблиця значень функцiї ϕ(x) = 1√
2π
e−

x2

2 .
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 x

0,0 0,3989 0,3989 0,3989 0,3988 0,3986 0,3984 0,3982 0,3980 0,3977 0,3973 0,0
0,1 0,3970 0,3965 0,3961 0,3956 0,3951 0,3945 0,3939 0,3932 0,3925 0,3918 0,1
0,2 0,3910 0,3902 0,3894 0,3885 0,3876 0,3867 0,3857 0,3847 0,3836 0,3825 0,2
0,3 0,3814 0,3802 0,3790 0,3778 0,3765 0,3752 0,3739 0,3726 0,3712 0,3697 0,3
0,4 0,3683 0,3668 0,3653 0,3637 0,3621 0,3605 0,3589 0,3572 0,3555 0,3538 0,4
0,5 0,3521 0,3503 0,3485 0,3467 0,3448 0,3429 0,3410 0,3391 0,3372 0,3352 0,5
0,6 0,3332 0,3312 0,3292 0,3271 0,3251 0,3230 0,3209 0,3187 0,3166 0,3144 0,6
0,7 0,3123 0,3101 0,3079 0,3056 0,3034 0,3011 0,2989 0,2966 0,2943 0,2920 0,7
0,8 0,2897 0,2874 0,2850 0,2827 0,2803 0,2780 0,2756 0,2732 0,2709 0,2685 0,8
0,9 0,2661 0,2637 0,2613 0,2589 0,2565 0,2541 0,2516 0,2492 0,2468 0,2444 0,9
1,0 0,2420 0,2396 0,2371 0,2347 0,2323 0,2299 0,2275 0,2251 0,2227 0,2203 1,0
1,1 0,2179 0,2155 0,2131 0,2107 0,2083 0,2059 0,2036 0,2012 0,1989 0,1965 1,1
1,2 0,1942 0,1919 0,1895 0,1872 0,1849 0,1826 0,1804 0,1781 0,1758 0,1736 1,2
1,3 0,1714 0,1691 0,1669 0,1647 0,1626 0,1604 0,1582 0,1561 0,1539 0,1518 1,3
1,4 0,1497 0,1476 0,1456 0,1435 0,1415 0,1394 0,1374 0,1354 0,1334 0,1315 1,4
1,5 0,1295 0,1276 0,1257 0,1238 0,1219 0,1200 0,1182 0,1163 0,1145 0,1127 1,5
1,6 0,1109 0,1092 0,1074 0,1057 0,1040 0,1023 0,1006 0,0989 0,0973 0,0957 1,6
1,7 0,0940 0,0925 0,0909 0,0893 0,0878 0,0863 0,0848 0,0833 0,0818 0,0804 1,7
1,8 0,0790 0,0775 0,0761 0,0748 0,0734 0,0721 0,0707 0,0694 0,0681 0,0669 1,8
1,9 0,0656 0,0644 0,0632 0,0620 0,0608 0,0596 0,0584 0,0573 0,0562 0,0551 1,9
2,0 0,0540 0,0529 0,0519 0,0508 0,0498 0,0488 0,0478 0,0468 0,0459 0,0449 2,0
2,1 0,0440 0,0431 0,0422 0,0413 0,0404 0,0396 0,0388 0,0379 0,0371 0,0363 2,1
2,2 0,0355 0,0347 0,0339 0,0332 0,0325 0,0317 0,0310 0,0303 0,0297 0,0290 2,2
2,3 0,0283 0,0277 0,0270 0,0264 0,0258 0,0252 0,0246 0,0241 0,0235 0,0229 2,3
2,4 0,0224 0,0219 0,0213 0,0208 0,0203 0,0198 0,0194 0,0189 0,0184 0,0180 2,4
2,5 0,0175 0,0171 0,0167 0,0163 0,0158 0,0154 0,0151 0,0147 0,0143 0,0139 2,5
2,6 0,0136 0,0132 0,0129 0,0126 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110 0,0107 2,6
2,7 0,0104 0,0101 0,0099 0,0096 0,0093 0,0091 0,0088 0,0086 0,0084 0,0081 2,7
2,8 0,0079 0,0077 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0067 0,0065 0,0063 0,0061 2,8
2,9 0,0060 0,0058 0,0056 0,0055 0,0053 0,0051 0,0050 0,0048 0,0047 0,0046 2,9
3,0 0,0044 0,0043 0,0042 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 0,0035 0,0034 3,0
3,1 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026 0,0025 0,0025 3,1
3,2 0,0024 0,0023 0,0022 0,0022 0,0021 0,0020 0,0020 0,0019 0,0018 0,0018 3,2
3,3 0,0017 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014 0,0013 0,0013 3,3
3,4 0,0012 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0009 0,0009 3,4
3,5 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006 3,5
3,6 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004 3,6
3,7 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 3,7
3,8 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 3,8
3,9 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 3,9
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Додаток 2. Таблиця значень функцiї Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt.

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

0,00 0,0000 0,32 0,1255 0,64 0,2389 0,96 0,3315
0,01 0,0040 0,33 0,1293 0,65 0,2422 0,97 0,3340
0,02 0,0080 0,34 0,1331 0,66 0,2454 0,98 0,3365
0,03 0,0120 0,35 0,1368 0,67 0,2486 0,99 0,3389
0,04 0,0160 0,36 0,1406 0,68 0,2517 1,00 0,3413
0,05 0,0199 0,37 0,1443 0,69 0,2549 1,01 0,3438
0,06 0,0239 0,38 0,1480 0,70 0,2580 1,02 0,3461
0,07 0,0279 0,39 0,1517 0,71 0,2611 1,03 0,3485
0,08 0,0319 0,40 0,1554 0,72 0,2642 1,04 0,3508
0,09 0,0359 0,41 0,1591 0,73 0,2673 1,05 0,3531
0,10 0,0398 0,42 0,1628 0,74 0,2703 1,06 0,3554
0,11 0,0438 0,43 0,1664 0,75 0,2734 1,07 0,3577
0,12 0,0478 0,44 0,1700 0,76 0,2764 1,08 0,3599
0,13 0,0517 0,45 0,1736 0,77 0,2794 1,09 0,3621
0,14 0,0557 0,46 0,1772 0,78 0,2823 1,10 0,3643
0,15 0,0596 0,47 0,1808 0,79 0,2852 1,11 0,3665
0,16 0,0636 0,48 0,1844 0,80 0,2881 1,12 0,3686
0,17 0,0675 0,49 0,1879 0,81 0,2910 1,13 0,3708
0,18 0,0714 0,50 0,1915 0,82 0,2939 1,14 0,3729
0,19 0,0753 0,51 0,1950 0,83 0,2967 1,15 0,3749
0,20 0,0793 0,52 0,1985 0,84 0,2995 1,16 0,3770
0,21 0,0832 0,53 0,2019 0,85 0,3023 1,17 0,3790
0,22 0,0871 0,54 0,2054 0,86 0,3051 1,18 0,3810
0,23 0,0910 0,55 0,2088 0,87 0,3078 1,19 0,3830
0,24 0,0948 0,56 0,2123 0,88 0,3106 1,20 0,3849
0,25 0,0987 0,57 0,2157 0,89 0,3133 1,21 0,3869
0,26 0,1026 0,58 0,2190 0,90 0,3159 1,22 0,3883
0,27 0,1064 0,59 0,2224 0,91 0,3186 1,23 0,3907
0,28 0,1103 0,60 0,2257 0,92 0,3212 1,24 0,3925
0,29 0,1141 0,61 0,2291 0,93 0,3238 1,25 0,3944
0,30 0,1179 0,62 0,2324 0,94 0,3264
0,31 0,1217 0,63 0,2357 0,95 0,3289
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x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

1,26 0,3962 1,59 0,4441 1,92 0,4726 2,50 0,4938
1,27 0,3980 1,60 0,4452 1,93 0,4732 2,52 0,4941
1,28 0,3997 1,61 0,4463 1,94 0,4738 2,54 0,4945
1,29 0,4015 1,62 0,4474 1,95 0,4744 2,56 0,4948
1,30 0,4032 1,63 0,4484 1,96 0,4750 2,58 0,4951
1,31 0,4049 1,64 0,4495 1,97 0,4756 2,60 0,4953
1,32 0,4066 1,65 0,4505 1,98 0,4761 2,62 0,4956
1,33 0,4082 1,66 0,4515 1,99 0,4767 2,64 0,4959
1,34 0,4099 1,67 0,4525 2,00 0,4772 2,66 0,4961
1,35 0,4115 1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,68 0,4963
1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,04 0,4793 2,70 0,4965
1,37 0,4147 1,70 0,4554 2,06 0,4803 2,72 0,4967
1,38 0,4162 1,71 0,4564 2,08 0,4812 2,74 0,4969
1,39 0,4177 1,72 0,4573 2,10 0,4821 2,76 0,4971
1,40 0,4192 1,73 0,4582 2,12 0,4830 2,78 0,4973
1,41 0,4207 1,74 0,4591 2,14 0,4838 2,80 0,4974
1,42 0,4222 1,75 0,4599 2,16 0,4846 2,82 0,4976
1,43 0,4236 1,76 0,4608 2,18 0,4854 2,84 0,4977
1,44 0,4251 1,77 0,4616 2,20 0,4861 2,86 0,4979
1,45 0,4265 1,78 0,4625 2,22 0,4868 2,88 0,4980
1,46 0,4279 1,79 0,4633 2,24 0,4875 2,90 0,4981
1,47 0,4292 1,80 0,4641 2,26 0,4881 2,92 0,4982
1,48 0,4306 1,81 0,4649 2,28 0,4887 2,94 0,4984
1,49 0,4319 1,82 0,4656 2,30 0,4893 2,96 0,4985
1,50 0,4332 1,83 0,4664 2,32 0,4898 2,98 0,4986
1,51 0,4345 1,84 0,4671 2,34 0,4904 3,00 0,49865
1,52 0,4357 1,85 0,4678 2,36 0,4909 3,20 0,49931
1,53 0,4370 1,86 0,4680 2,38 0,4913 3,40 0,49966
1,54 0,4382 1,87 0,4693 2,40 0,4918 3,60 0,499841
1,55 0,4394 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,80 0,499928
1,56 0,4406 1,89 0,4706 2,44 0,4927 4,00 0,499968
1,57 0,4418 1,90 0,4713 2,46 0,4931 4,50 0,499997
1,58 0,4429 1,91 0,4719 2,48 0,4934 5,00 0,499997


